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В работе рассматривается краевая задача для сингулярно возмущённой эллиптической си-
стемы быстрого и медленного уравнений, которую принято называть системой тихоновского
типа. Особенностью задачи является наличие в уравнениях квадратичных по градиенту неиз-
вестной функции слагаемых (KPZ-нелинейностей). Построена погранслойная асимптотика ре-
шения в случае граничного условия Дирихле, доказано существование решения с построенной
асимптотикой и исследована его асимптотическая устойчивость по Ляпунову. Доказательство
теорем проведено с использованием асимптотического метода дифференциальных неравенств
Н.Н. Нефедова.
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ВВЕДЕНИЕ

В работе рассматривается задача о существова-
нии и асимптотической устойчивости по Ляпуно-
ву стационарного решения с пограничным слоем
системы быстрого и медленного уравнений реак-
ция–диффузия–адвекция в двумерном случае. Осо-
бенностью задачи является наличие квадратичных
по градиенту адвективных членов в первом и вто-
ром уравнениях (KPZ-нелинейностей [1]). Исследо-
вание решений задач с KPZ-нелинейностями явля-
ется важной составляющей математического моде-
лирования процессов горения [2], роста свободной
поверхности полимеров [3], размножения популя-
ций [4]. Отметим и теоретический интерес к таким
нелинейностям: вторая степень градиента неизвест-
ной функции является максимальным показателем,
при котором выполнены условия Бернштейна на
рост нелинейности (см. [5, 6]) и возможно приме-
нение метода дифференциальных неравенств [7, 8].

Настоящая статья продолжает цикл работ
[9]–[13] по исследованию сингулярно возмущенных
систем тихоновского типа.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим систему уравнений, описывающую
стационарные решения соответствующей парабо-
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лической системы реакция–диффузия–адвекция
в двумерном случае:

Nu(u, v) := ε2∆u − ε2A(u, x) (∇u)2 − g(u, v, x, ε) = 0,

x = (x1, x2) ∈ D;

Nv(u, v) := ∆v −B(v, x) (∇v)2 − f(u, v, x, ε) = 0;

u(x) = u0(x), v(x) = v0(x), x ∈ Γ.

(1)

Здесь D — односвязная область на плоскости
(x1, x2) с гладкой простой границей Γ, ε ∈ (0, ε0] —
малый параметр. Система является сингулярно воз-
мущенной, и первое уравнение, содержащее малый
параметр при старшей производной, принято назы-
вать быстрым, а второе — медленным (система ти-
хоновского типа).

Пусть выполнены условия:

(A1) Функции g(u, v, x, ε), f(u, v, x, ε) определены
на множестве Ω1 := (u, v, x, ε) ∈ Iu × Iv×
×D̄×(0; ε0], а A(u, x), B(v, x) — на множествах
Ω2 := (u, x) ∈ Iu×D̄, Ω3 := (v, x) ∈ Iv×D̄ соот-
ветственно и являются достаточно гладкими
функциями своих аргументов.

Рассмотрим вырожденную дифференциально-
алгебраическую систему

g(u, v, x, 0) = 0; ∆v−B(v, x) (∇v)2−f(u, v, x, 0) = 0,

x ∈ D. (2)

Потребуем от нее условие разрешимости:
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(A2) Пусть уравнение g(u, v, x, 0) = 0 имеет изо-
лированное решение u = ϕ(v, x) такое, что
gu(ϕ(v, x), v, x, 0) > 0 при (v, x) ∈ Ω3, а задача

∆v −B(v, x) (∇v)2 − f(ϕ(v, x), v, x, 0) = 0,

x ∈ D; v(x) = v0(x), x ∈ Γ (3)

имеет изолированное решение v = v̄0(x).

Определим также ū0(x) = ϕ(v̄0(x), x), x ∈ D̄.

2. ПОСТРОЕНИЕ ФОРМАЛЬНОЙ
АСИМПТОТИКИ

Для описания пограничного слоя, возникающе-
го в окрестности границы Γ, нам понадобится
стандартным образом ввести локальную систему
координат [14]. Пусть граница Γ задана в пара-
метрическом виде с помощью гладких функций
xi = x̂i(θ), i = 1, 2, где θ ∈ [0, θ0). Тогда связь
между локальной системой координат и декарто-
вой системой (x1, x2) выражается соотношениями
xi = x̂i(θ) + rni(θ), i = 1, 2, где ni(θ) — направляю-
щие косинусы внутренней нормали n(θ) к кривой Γ
в точке x̂(θ) = (x̂1(θ), x̂2(θ)).

Формальное асимптотическое приближение ре-
шения краевой задачи (1) строится по методу
А.Б. Васильевой [14] в виде:

U(x, ε) = ū(x, ε) + Πu(τ, θ, ε), V (x, ε) =

= v̄(x, ε) + Πv(τ, θ, ε), (4)

где слагаемые — частичные суммы асимптоти-
ческих рядов по степеням ε с коэффициентами
ūk(x), v̄k(x), Πuk(τ, θ), Πvk(τ, θ), τ = r/ε,
k ∈ N0 ≡ N ∪ 0.

Метод пограничных функций [14] приводит к по-
следовательности задач для определения коэффи-
циентов асимптотических рядов: на k-м шаге вна-
чале находится пограничная функция Πvk(τ, θ), за-
тем функции ūk(x), v̄k(x), после чего определяется
пограничная функция Πuk(τ, θ).

Нетрудно записать (cм. [15]) представление нели-
нейного оператора быстрого уравнения в перемен-
ных (r, θ):

ε2∆− ε2A(·, x)(∇)2 =

= ε2
(

∂2

∂r2
+ k(r, θ)

∂

∂r
+ l1(r, θ)

∂2

∂θ2
+ l2(r, θ)

∂

∂θ
−

−A(·, r, θ)

[

(

∂

∂r

)2

+ l3(r, θ)

(

∂

∂θ

)2
])

, (5)

где k(r, θ), li(r, θ), i = 1, 2, 3 — известные функ-
ции. Выражение для дифференциального опера-
тора медленного уравнения имеет аналогичную
структуру. Принимая во внимание (5), подставляя
(4) в уравнения задачи (1), система стандартным
образом расщепляется на регулярно возмущенные
уравнения для регулярных и погранслойных частей
асимптотики (см. подробно [9, 11]).

Аналогично одномерному случаю из работы [9],
учитывая условия убывания на бесконечности для
пограничных функций, получим Πvk(τ, θ) = 0 при
k = 0, 1.

Регулярная часть асимптотики — функции ū0(x)
и v̄0(x) — определяется из вырожденной системы
(см. условие (A2)).

Введем обозначения:

Ã(τ, θ) = A(ū0(0, θ) + Πu0(τ, θ), 0, θ),

g̃(τ, θ) = g(ū0(0, θ) + Πu0(τ, θ), v̄0(0, θ), 0, θ, 0),

ḡ(θ) = g(ū0(0, θ), v̄0(0, θ), 0, θ, 0).

Аналогичный смысл имеют другие обозначения, со-
держащие знаки ∼, − над функциями. Задача для
Πu0(τ, θ) имеет вид:

∂2Πu0
∂τ2

= Ã(τ, θ)

(

∂Πu0
∂τ

)2

+ g̃(τ, θ), τ ∈ R+,

Πu0(0, θ) = u0(0, θ)− ū0(0, θ), Πu0(+∞, θ) = 0.

(6)

Для разрешимости задачи потребуем условие при-
надлежности граничного значения u0(0, θ) области
влияния корня вырожденного уравнения:

(A3) Пусть выполнено неравенство

∫ ũ

ū(0,θ)

g(s, v̄0(0, θ), 0, θ, 0) exp

(

2

∫ ũ

s

A(σ, 0, θ)dσ

)

ds > 0,

ũ ∈ (ū0(0, θ), u
0(0, θ)).

При выполнении условия (A3) существует един-
ственное монотонное решение задачи (6), которое
находится квадратурах и имеет стандартную (см.,
например, [2]) экспоненциальную оценку

|Πu0(τ, θ)| ≤ Ce−κτ , C > 0, κ > 0, τ > 0, θ ∈ [0, θ0).
(7)

Так как Πv1(τ, θ) = 0, функции регулярной части
асимптотики ū1(x) и v̄1(x) определяются из краевой
задачи для линейной дифференциально-алгебраи-
ческой системы уравнений c нулевым граничным
условием

ḡuū1 + ḡvv̄1 + ḡε = 0, x ∈ D;

∆v̄1 − 2B̄(∇v̄0,∇v̄1)− B̄v (∇v̄0)
2
v̄1−

−f̄uū1 − f̄vv̄1 − f̄ε = 0;

v̄1(x) = 0, x ∈ Γ.

(8)

Здесь

ḡu(x) = gu(ū0(x), v̄0(x), x, 0),

B̄(x) = B(v̄0(x), x), B̄v(x) = Bv(v̄0(x), x).

В аналогичном смысле понимаем обозначения для
других производных функций g, f. Далее часто
будем опускать аргументы при использовании вве-
денных обозначений. После несложных преобразо-
ваний (см. подробно [9]) получим задачу

∆v̄1 − 2B̄(∇v̄0,∇v̄1)−

−
(

B̄v (∇v̄0)
2
+ f̄v + ϕ̄v f̄u

)

v̄1 = f1(x),

x ∈ D; v̄1(x) = 0, x ∈ Γ,

(9)
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где f1(x) — известная функция.
Сформулируем условие, обеспечивающее суще-

ствование и единственность решения краевой зада-
чи и, следовательно, дифференциально-алгебраиче-
ской системы (8) (см. также [16], Теорема 3).

(A4) Пусть для всех x ∈ D̄ выполнено неравен-

ство B̄v (∇v̄0)
2
+ f̄v + ϕ̄v f̄u > −λ0, где λ0 −

главное собственное значение задачи

∆Ψ̃− 2B̄(∇v̄0,∇Ψ̃) + λΨ̃ = 0,

x ∈ D; Ψ̃(x) = 0, x ∈ Γ.
(10)

Существование положительного главного соб-
ственного значения λ0 и соответствующей положи-
тельной собственной функции Ψ̃(x), x ∈ D зада-
чи (10) является хорошо известным результатом
(см. [17], Теорема 4.3).

Задача для Πu1(τ, θ) имеет вид:

∂2Πu1

∂τ2
− 2Ã(τ, θ)

∂Πu0
∂τ

(τ, θ)
∂Πu1
∂τ

−

−

(

∂Ã

∂u
(τ, θ)

(

∂Πu0
∂τ

(τ, θ)

)2

+
∂g̃

∂u
(τ, θ)

)

Πu1 =

= Πg1(τ, θ),

τ ∈ R+; Πu1(0, θ) = −ū1(0, θ), Πu1(+∞, θ) = 0,
(11)

где Πg1(τ, θ) — известная экспоненциально убываю-
щая функция (подробное выражение в одномерном
случае содержится в работе [9]). Решение задачи
(11) записывается в явном виде:

Πu1(τ, θ) = −ū1(0, θ)
Φ(τ, θ)

Φ(0, θ)
− Φ(τ, θ)×

×

τ
∫

0

1

p(s, θ)(Φ(s, θ))2

+∞
∫

s

p(κ, θ)Φ(κ, θ)Πg1 (κ, θ) dκds,

(12)

где p(τ, θ) = exp

(

−2
τ
∫

0

Ã(y, θ)Φ (y, θ) dy

)

,

Φ(τ, θ) =
∂Πu0
∂τ

(τ, θ).

Пограничные функции компоненты v при k ≥ 2
определяются из неоднородных уравнений, реше-
ния которых также выписываются явно (двойным
интегрированием правой части, см. подробно [9]).
Задачи для Πvk(τ, θ) имеют вид:

∂2Πvk
∂τ2

= Πfk(τ, θ), τ ∈ R+; Πvk(∞, θ) = 0, (13)

где Πfk(τ, θ) — функции, выражаемые через коэф-
фициенты асимптотического приближения, найден-
ные на предыдущем шаге.

Функции регулярной части асимптотики ūk(x)
и v̄k(x) при k ≥ 2 определяются из краевых задач
с таким же дифференциально-алгебраическим опе-
ратором, как в задаче (8) для ū1(x) и v̄1(x). Погра-
ничные функции компоненты u при k ≥ 2 определя-
ются из аналогичных (11) задач (с тем же диффе-
ренциальным оператором), решение которых выпи-
сывается в явном виде по формулам, аналогичным

(12). Пограничные функции каждой из компонент
имеют экспоненциальные оценки типа (7).

Процесс определения коэффициентов асимптоти-
ки (4) может быть продолжен до любого порядка
по ε. Из способа построения асимптотики следу-
ет, что частичные суммы n порядка Un(x, ε) для
u и Vn(x, ε) для v компонент удовлетворяют перво-
му уравнению системы (1) по невязке с точностью
O(εn+1) и второму с точностью O(εn−1).

3. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ

Рассмотрим задачу (1) при следующем условии
квазимонотонности:

(A5) Вектор-функция (g, f) является квазимоно-
тонно невозрастающей по (u, v) в области
определения и ε > 0 достаточно малых.

Это условие означает, что gv ≤ 0 при фиксиро-
ванном u, fu ≤ 0 при фиксированном v в области
их изменения.

Для доказательства существования решения ис-
пользуется асимптотический метод дифференци-
альных неравенств Н.Н. Нефедова (см. обзор [19]
и ссылки в этой работе). Напомним определение
верхнего и нижнего решений при условии квазимо-
нотонности (A5).

Определение 1. Функции

β(x, ε) = (βu(x, ε), βv(x, ε)) ,

α(x, ε) = (αu(x, ε), αv(x, ε))

называются верхним и нижним решениями задачи
(1), если они удовлетворяют следующим условиям:

B1) Условие упорядоченности:
αu,v(x, ε) ≤ βu,v(x, ε), x ∈ D̄.

B2) Действие оператора на верхнее и нижнее ре-
шения: Nu(β

u, βv) ≤ 0 ≤ Nu(α
u, αv),

Nv(β
u, βv) ≤ 0 ≤ Nv(α

u, αv), x ∈ D.

B3) Условия на границе:
αv(x, ε) ≤ v0(x) ≤ βv(x, ε),
αu(x, ε) ≤ u0(x) ≤ βu(x, ε), x ∈ Γ.

Известно (см., например, [7, 8] и ссылки в этих
работах), что если существуют нижнее и верх-
нее решения задачи (1), то существует решение
(u(x, ε), v(x, ε)) этой задачи, удовлетворяющее для
всех x ∈ D̄ неравенствам

αu(x, ε) ≤ u(x, ε) ≤ βu(x, ε),

αv(x, ε) ≤ v(x, ε) ≤ βv(x, ε).
(14)

Введем в рассмотрение диффференциально-алгеб-
раическую систему:

ḡuγ1 + ḡvγ2 = h1(x);

∆γ2 − 2B̄(∇v̄0,∇γ2)− B̄v (∇v̄0)
2
γ2−

−f̄uγ1 − f̄vγ2 = h2(x),

x ∈ D, γ2(x) > 0, x ∈ Γ,

(15)

2530104–3



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

где h1(x) > 0, h2(x) < 0 при x ∈ D̄. Имеет место
следующий результат:

Лемма 1. При выполнении условий (A1)–(A5)
дифференциально-алгебраическая система (15)
имеет единственное решение, причем выполняются
неравенства γ1(x) > 0, γ2(x) > 0, x ∈ D̄.

Доказательство. Выражая γ1(x) через γ2(x),
получим задачу для γ2(x) (аналогичную зада-
че (9)):

Llin[γ2] := ∆γ2 − 2B̄(∇v̄0,∇γ2)− (B̄v (∇v̄0)
2
+

+f̄v + ϕ̄v f̄u)γ2 = h(x),

x ∈ D; γ2(x) > 0, x ∈ Γ,
(16)

где h(x) — известная функция, h(x) < 0 при x ∈ D̄
в силу условия (A5) (f̄u(x) ≤ 0) и h1(x) > 0. Прини-
мая во внимание (A4), главное собственное значе-
ние задачи Штурма–Лиувилля c краевым условием
1 рода для оператора Llin положительно, что вле-
чет за собой (см. [18], Теорема 2.5 и Следствие 2.4)
единственность и положительность решения зада-
чи (16) γ2(x) > 0, x ∈ D̄. Из первого уравнения
дифференциально-алгебраической системы следу-
ет, что γ1(x) > 0, x ∈ D̄. Лемма 1 доказана.

Теперь мы готовы доказать теорему существова-
ния.

Теорема D. Если выполнены условия (A1) —
(A5), то при достаточно малых ε > 0 существует
решение (u(x, ε), v(x, ε)) задачи (1) и для него спра-
ведливо асимптотическое представление:

u(x, ε)− Un(x, ε) = O(εn+1),

v(x, ε)− Vn(x, ε) = O(εn+1), x ∈ D̄,

где Un(x, ε) и Vn(x, ε) — частичные суммы порядка
n асимптотики задачи (1), построенные в разделе 2.

Доказательство. Верхнее решение задачи (1)
определим как

βv
n+1(x, ε) =

n+1
∑

k=0

εkv̄k(x) +
n+3
∑

k=2

εkΠvk(τ, θ)+

+εn+1γ2(x) + εn+3qv(τ, θ),

βu
n+1(x, ε) =

n+1
∑

k=0

εk(ūk(x) + Πuk(τ, θ))+

+εn+1γ1(x) + εn+1qu(τ, θ),

(17)

где положительные функции γ1(x) и γ2(x) опреде-
лены в Лемме 1, а функции qu(τ, θ), qv(τ, θ) опре-
деляются из задач

∂2qu

∂τ2
− 2Ã(τ, θ)

∂Πu0
∂τ

(τ, θ)
∂qu
∂τ

−

(

∂Ã

∂u
(τ, θ)

(

∂Πu0
∂τ

(τ, θ)

)2

+
∂g̃

∂u
(τ, θ)

)

qu =

= Πg(τ, θ)− C0 exp(−κτ), τ ∈ R+;

∂2qv

∂τ2
= Πf(τ, θ), τ ∈ R+, qu(0, θ) = 0, qu(+∞, θ) = 0, qv(+∞, θ) = 0,

(18)

где C0, κ — некоторые положительные постоянные,
которые выбраны так, что

Πg(τ, θ) − C0 exp(−κτ) < 0,

а Πg(τ, θ),Πf(τ, θ) — известные экспоненциально
убывающие функции (их подробное выражение
в одномерном случае содержится в [13]). Отметим,
что функция qu(τ, θ) принимает положительные
значения при τ ∈ R+ и определяется явно по фор-
муле, аналогичной (12). Функция qv(τ, θ) определя-

ется с помощью двойного интегрирования, она вы-
брана так, чтобы при проверке условия на оператор
В2) коэффициент при εn+1, содержащий функции
Πu0(τ, θ), qu(τ, θ), был равен нулю. Нижнее решение
задачи (1) имеет аналогичную (17) структуру.

Итак, условие упорядоченности В1) и неравен-
ства на границе В3), очевидно, выполняются в си-
лу положительности добавок γ1(x), γ2(x), qu(τ, θ).
Проверим условие В2). Имеем для верхнего
решения:

Nu(β
u
n+1(x, ε), β

v
n+1(x, ε)) = −εn+1(ḡuγ1 + ḡvγ2 + C0 exp(−κτ)) +O(εn+2) =

= −εn+1h1(x) − εn+1C0 exp(−κτ) +O(εn+2) ≤ −cεn+1,

Nv(β
u
n+1(x, ε), β

v
n+1(x, ε)) = εn+1

(

∆γ2 − 2B̄(∇v̄0,∇γ2)− B̄v (∇v̄0)
2
γ2 − f̄uγ1 − f̄vγ2

)

+O(εn+2) =

= εn+1h2(x) +O(εn+2) ≤ −cεn+1

(19)

при достаточно малых ε в силу Леммы 1.
Проверка дифференциальных неравенств В2)
для нижнего решения проводится аналогично.
Теорема D доказана.

4. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ
УСТОЙЧИВОСТЬ

Решение задачи (1), существование которого до-
казано в теореме предыдущего пункта, можно рас-
сматривать как стационарное решение начально-
краевой параболической задачи для системы:
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Lu(u, v) := ε2∆u − ε2A(u, x) (∇u)2 −
∂u

∂t
− g(u, v, x, ε) = 0, x ∈ D, t ∈ R

+;

Lv(u, v) := ∆v − B(v, x) (∇v)2 −
∂v

∂t
− f(u, v, x, ε) = 0;

u(x, t, ε) = u0(x), v(x, t, ε) = v0(x), x ∈ Γ, t ≥ 0;

u(x, 0, ε) = u0(x, ε), v(x, 0, ε) = v0(x, ε), x ∈ D̄.

(20)

Обозначим это решение (us(x, ε), vs(x, ε)). Дока-
зательство его асимптотической устойчивости по
Ляпунову использует эффективный во многих син-
гулярно возмущенных задачах подход построения
верхних и нижних решений специальной структу-
ры (см. [19] и ссылки в этой работе). Будем искать
верхнее решение задачи (20) в виде:















Uβ(x, t, ε) = us(x, ε) + (βu
n+1(x, ε)− us(x, ε))e

−λεt,

Vβ(x, t, ε) = vs(x, ε) + (βv
n+1(x, ε)− vs(x, ε))e

−λεt,

x ∈ D̄, t ≥ 0,

(21)
где (βu

n+1(x, ε), β
v
n+1(x, ε)) определены в предыду-

щем пункте, λ > 0 — постоянная. Нижнее решение
(Uα(x, t, ε), Vα(x, t, ε)) имеет аналогичную структу-
ру.

В нашем случае, ввиду наличия в системе KPZ-
нелинейностей, для успешной реализации проце-
дуры доказательства из [19] необходимо, наряду
с асимптотическими оценками для разностей

βu
n+1(x, ε)− us(x, ε) = O(εn+1),

βv
n+1(x, ε)− vs(x, ε) = O(εn+1),

(22)

которые напрямую следуют из Теоремы D, полу-
чить аналогичные оценки для частных производ-
ных по координатам. Нам понадобится

Лемма 2. Пусть (us(x, ε), vs(x, ε)) — решение,
существование которого утверждает Теорема D.
Тогда выполнены следующие оценки при x ∈ D:

∣

∣

∣

∣

∂(us(x, ε) − βu
n+1(x, ε))

∂xi

∣

∣

∣

∣

= O(εn),

∣

∣

∣

∣

∂(vs(x, ε)− βv
n+1(x, ε))

∂xi

∣

∣

∣

∣

= O(εn+1), i = 1, 2.

Доказательство. Отметим, что верхнее реше-
ние (βu

n+1(x, ε), β
v
n+1(x, ε)) удовлетворяет задаче

ε2∆βu
n+1 − ε2A(βu

n+1, x)
(

∇βu
n+1

)2
−

−g(βu
n+1, β

v
n+1, x, ε) = p(x, ε)εn+1, x ∈ D;

∆βv
n+1 −B(βv

n+1, x)
(

∇βv
n+1

)2
−

−f(βu
n+1, β

v
n+1, x, ε) = q(x, ε)εn+1;

βu
n+1(x, ε) = u0(x), βv

n+1(x, ε) = v0(x), x ∈ Γ,
(23)

где |p(x, ε)| < c1, |q(x, ε)| < c2, c1 > 0, c2 > 0.

Замечание 1. Заменой можно перенести невяз-
ки вида ψu(x)ε

n+1, ψv(x)ε
n+1, возникающие в гра-

ничных условиях (23), в правую часть дифферен-
циальных уравнений задачи (23). Поэтому будем
считать, что мы такую замену осуществили.

Проведем над уравнениями задач (1) и (23) мо-
нотонные преобразования Бицадзе [21]:

w(u, x) =

∫ u

u0(x)

exp

(

−

∫ y

u0(x)

A(κ, x)dκ

)

dy,

r(v, x) =

∫ v

v0(x)

exp

(

−

∫ y

v0(x)

B(κ, x)dκ

)

dy,

u = j1(w, x), v = j2(r, x).

(24)

Замечание 2. Далее нам будет удобно ввести
обозначения для производных. Например, выраже-

ние

(

∂A

∂B

)

C

означает, что частная производная от

функции A по переменной B берется при постоян-
ном аргументе C. В аналогичном смысле мы пони-

маем

(

∂2A

∂B2

)

C

, (∇A)C и смешанные дифференци-

альные операции.

Отметим важные свойства преобразований (24):

(

∂2j1
∂w2

)

x

−A(j1(w, x), x)

((

∂j1
∂w

)

x

)2

= 0,

(

∂2j2
∂r2

)

x

−B(j2(r, x), x)

((

∂j2
∂r

)

x

)2

= 0,

∇u =

(

∂j1
∂w

)

x

∇w + (∇j1)w,

∆u =

(

∂2j1
∂w2

)

x

(∇w)2 + 2

([

∇

(

∂j1
∂w

)

x

]

w

,∇w

)

+

+

(

∂j1
∂w

)

x

∆w + (∆j1)w.

(25)

Аналогичные выражения получим для градиента
и оператора Лапласа от компоненты v. Здесь и да-
лее для краткости мы не стали указывать аргумен-
ты у функций j1, j2, а также производных и гради-
ентов (вычисляются в точках (w, x) или (r, x) соот-
ветственно).

Учитывая (24), (25), можно записать преобразо-
ванные уравнения задач (1) и (23):
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ε2∆ws − ε2 (C(ws, x),∇ws)− g1(ws, rs, x, ε) = 0, x ∈ D;

ε2∆Wn+1 − ε2 (C(Wn+1, x),∇Wn+1)− g1(Wn+1, Rn+1, x, ε) = p(x, ε)εn+1 exp

(

−

∫ j1(Wn+1,x)

u0(x)

A(κ, x)dκ

)

;

∆rs − (E(rs, x),∇rs)− f1(ws, rs, x, ε) = 0, x ∈ D;

∆Rn+1 − (E(Rn+1, x),∇Rn+1)− f1(Wn+1, Rn+1, x, ε) = q(x, ε)εn+1 exp

(

−

∫ j2(Rn+1,x)

v0(x)

B(κ, x)dκ

)

(26)
c нулевыми граничными условиями.

Здесь мы ввели функции

g1(w, r, x, ε) =
(

g(j1(w, x), j2(r, x), x, ε)− ε2(∆j1)w + ε2((∇j1)w)
2A(j1(w, x), x)

)

/

(

∂j1
∂w

)

x

,

C(w, x) =

(

2A(j1(w, x), x)

(

∂j1
∂w

)

x

(∇j1)w − 2

[

∇

(

∂j1
∂w

)

x

]

w

)

/

(

∂j1
∂w

)

x

.

Аналогичным образом вводятся функции
f1(w, r, x, ε), E(r, x).

Как следует из (24), все частные производные
функций j1, j2, входящие в представления функ-
ций g1, f1 и C, E, имеют порядок O(1). Очевидно,
что и сами функции g1, f1 и C, E имеют такой же
порядок.

Итак, мы преобразовали (1) и (23) в задачи
с нелинейными адвективными слагаемыми, пони-
зив на единицу степень градиента. Это позволяет
нам далее использовать подход, развитый в работе

[22], с учетом оценок функции Грина [23].
Введем функции z1(x, ε) = ws(x, ε) −Wn+1(x, ε),

z2(x, ε) = rs(x, ε)−Rn+1(x, ε). Действуя аналогично
работе [22], для функций z1(x, ε), z2(x, ε) получим
оценки

∂z1
∂xi

= O(εn),
∂z2
∂xi

= O(εn+1), i = 1, 2. (27)

Далее запишем разность
∂(us(x, ε)− βu

n+1(x, ε))

∂xi
c учетом (25), при этом явно укажем аргументы у
возникающей функции j1 и ее производных

∂(us(x, ε)− βu
n+1(x, ε))

∂xi
=

(

∂j1(ws, x)

∂w

)

x

∂z1
∂xi

+
∂Wn+1

∂xi

((

∂j1(ws, x)

∂w

)

x

−

−

(

∂j1(Wn+1, x)

∂w

)

x

)

+

((

∂j1(ws, x)

∂xi

)

w

−

(

∂j1(Wn+1, x)

∂xi

)

w

)

, i = 1, 2.

(28)

Первое слагаемое правой части данного равен-
ства имеет порядок малости O(εn). Применяя фор-
мулу конечных приращений, получаем следующие
оценки: второе слагаемое имеет порядок малости
O(εn), третье слагаемое имеет порядок малости
O(εn+1). Таким образом, окончательно приходим
к оценке

∂(us(x, ε)− βu
n+1(x, ε))

∂xi
= O(εn), i = 1, 2.

Аналогичным образом для разности
∂(vs(x, ε)− βv

n+1(x, ε))

∂xi
имеем

∂(vs(x, ε) − βv
n+1(x, ε))

∂xi
= O(εn+1), i = 1, 2. (29)

Лемма 2 доказана.

Замечание 3. Приведенный способ доказатель-
ства асимптотических оценок производных может
быть эффективно использован и для других мно-
гомерных задач с квадратичными нелинейностями.

Например, с его помощью можно доказать асимпто-
тическую устойчивость по Ляпунову решений с по-
граничными и внутренними слоями, существование
которых установлено в работе [2].

Стандартные преобразования (cм. [20]), исполь-
зующие уравнения для членов асимптотики ста-
ционарных решений, дифференциальные неравен-
ства В2), а также оценки из Леммы 2 показыва-
ют, что выполняются соответствующие дифферен-
циальные неравенства для верхнего и нижнего ре-
шений. В частности, для верхнего решения (Uβ , Vβ)
после подстановки имеем:

Lu,v(Uβ , Vβ) = e−λεt
(

Nu,v(β
u
n+1(x, ε), β

v
n+1(x, ε))+

+O(εn+2) +O(ε2n+2)
)

< 0, (30)

при достаточно малых ε и λ > 0 при n ≥ 0 в си-
лу дифференциальных неравенств (19) из условия
В2), результата Леммы 2 и оценок (22). Анало-
гичным образом проверяются дифференциальные
неравенства для (Uα(x, ε), Vα(x, ε)). При этом усло-
вие упорядоченности и граничные неравенства вы-
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полняются автоматически в силу условий В1), В3)
для верхнего и нижнего решений стационарной за-
дачи.

Таким образом, из теорем сравнения [7] следует
существование и единственность решения задачи
(20) в области между верхним и нижним решени-
ями при условии на начальные функции αu

1 (x, ε) ≤
u0(x, ε) ≤ βu

1 (x, ε), α
v
1(x, ε) ≤ v0(x, ε) ≤ βv

1 (x, ε).
Из структуры (Uβ , Vβ) и (Uα, Vα) следует локальная
единственность решения краевой задачи (1). Таким
образом, справедлива теорема:

Теорема DS. При выполнении условий (A1) —
(A5) при достаточно малых ε > 0 стаци-
онарное решение (us(x, ε), vs(x, ε)) асимптотиче-

ски устойчиво по Ляпунову как решение задачи
(20) с областью устойчивости по крайней мере
[αu

1 (x, ε);β
u
1 (x, ε)]× [αv

1(x, ε);β
v
1 (x, ε)] и локально

единственно как решение задачи (1) в этой области.

В заключение нужно отметить, что с исполь-
зованием методов и подходов настоящей работы
можно доказать двумерные аналоги теорем су-
ществования и асимптотической устойчивости из
статьи [9], в том числе при отсутствии условия
квазимонотонности.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РНФ (грант № 23-11-00069).
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Existence and stability of stationary boundary layer solution in a two-dimensional
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KPZ-nonlinearities
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The paper considers a boundary value problem for a singularly perturbed elliptic system of fast and
slow equations, which is commonly called a Tikhonov-type system. The problem in question features
terms containing the squared gradient of the unknown function (KPZ- nonlinearities). The boundary-layer
asymptotics of the solution in the case of the Dirichlet boundary condition is constructed, the existence of a
solution with the constructed asymptotics is proved, and its Lyapunov stability is investigated. The proof of
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the theorem was carried out using asymptotic method of differential inequalities by N.N. Nefedov.
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