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В рамках пятимерной модели пространства-времени ADD с радиусом компактификации R
рассматривается классическое тормозное гравитационное излучение, возникающее при столк-
новении двух ультрарелятивистских зарядов с лоренц-фактором γ и прицельным парамет-
ром b. По теории возмущений в главном по γ порядке вычисляется полная излученная энергия,
а также спектрально-угловые и поляризационные характеристики. Для излучения характерна
концентрация излучения в конусе с углом раствора порядка 1/γ, при этом основной вклад
в излучение вносят частоты порядка γ2/b. Среднее число калуца-клейновских мод, задейство-
ванных в излучении, по порядку равно γR/b.
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ВВЕДЕНИЕ

Известно, что электромагнитное излучение Eem

при взаимодействии зарядов во много раз интенсив-
нее гравитационного Egr за счет значений констант
связи, поэтому задача тормозного гравитационно-
го излучения носила, в основном, чисто теорети-
ческий характер. Однако гравитационно-волновая
астрономия, сделавшая прорыв в последнее деся-
тилетие, заставляет обратиться и к старым теоре-
тическим задачам. В частности, таковыми являют-
ся задачи гравитационного излучения от электро-
динамических систем [1], например, классическое
тормозное гравитационное излучение зарядов. За-
дачи классического тормозного излучения при раз-
личных взаимодействиях посредством полей цело-
го спина рассматривались Петерсом [2, 3] в коорди-
натном представлении, Гальцовым, Грацем и Ма-
тюхиным [1, 4, 5] в импульсном как позволяющем
вычислить поляризацию излучения.

Особенностью амплитуды излучения в этой зада-
че является ее нелокальность. Технически, это об-
стоятельство делает похожей задачу на обратную
задачу вычисления тормозного излучения электро-
магнитных волн при гравитационном взаимодей-
ствии. Такие задачи также рассматривались выше-
перечисленными авторами [2, 3, 6–9]. Сравнитель-
но недавно методы вычисления амплитуд классиче-
ского излучения были продолжены на многомерные
модели, и в частности ADD [10–14]. Для нелокаль-
ных амплитуд с фейнмановским параметром в обла-
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сти характерных частот и углов строилась последо-
вательная теория, позволяющая получать амплиту-
ду излучения методами теории возмущений [12–15].

Сама модель ADD [16–18] была предложена как
возможная попытка решения проблемы иерархий
наблюдаемых мировых констант связи. Она предпо-
лагает, что поля Стандартной модели распростра-
няются только в наблюдаемом пространственно-
трехмерном мире (так называемая, «брана» —
brane), а гравитационное поле «живет» в полном
(4 + d)-мерном пространстве-времени (так называ-
емом, «балке» — bulk), причем, дополнительные
d пространственных измерений компактифицирова-
ны. Связь четырехмерной планковской массы mpl

с многомерной эффективной планковской массой
M∗, а также соответствующая связь ньютоновых
констант гравитационного взаимодействия, даются
выражениями

m2
pl = VdM

d+2
∗ , Gd+4 = VdG4 ,

где Vd — d-мерный объем подпространства допол-
нительных измерений.

Классическое рассмотрение задачи тормозного
излучения при рассеянии с прицельным парамет-
ром b > 0 предполагает дальние пролеты по срав-
нению с классическим радиусом заряда: b ≫ rcl =
e2/m. С другой стороны, большой компактифика-
ционный радиус R позволит перейти к квазинепре-
рывным модам излучения, для этого требуется

rcl ≪ b≪ R .

Таким образом, можно ожидать, что в излуче-
нии будет задействовано большое число калуца-
клейновских мод излучения (их наивная оценка —
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NKK ∼ R/b), что может увеличить четырехмерное
соотношение Egr/Eem.

Существенной особенностью пятого измерения
является то, что безмассовый гравитон имеет пять
состояний поляризации. Это заставляет пересмот-
реть и построение векторов поляризации, и в явной
форме указать построение самих тензоров.

Используются единицы ~ = c = 1 и сигнату-
ра метрики пространства-времени +−−−−.
Для заряда используется система единиц Хе-
висайда–Лоренца. Латинские индексы M,N, ...
пробегают значения 0 ... 4 и соответствуют пя-
тимерному пространству-времени, а греческие
µ, ν, ... пробегают значения 0 ... 3 и соответствуют
четыреxмерному M1,3.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ТЕОРИЯ
ВОЗМУЩЕНИЙ

Система двух зарядов в пятимерной модели ADD
описывается действием следующего вида:

S = − 1

16πG5

∫

d5x
√

|5g|R−1

4

∫

d4x
√

|4g|FµνF
µν−

−
∑

α=p,p′

∫

(

mα

√

ż2α + eαAµż
µ
(α)

)

dτα , (1)

где G5 — пятимерная ньютонова константа грави-
тационного взаимодействия, Fµν — тензор электро-
магнитного поля, zµ(α) — мировая линия α-го заря-

да, R — скаляр кривизны.
Варьирование (1) по траекториям (zµ, z ′µ), элек-

тромагнитному полю (Aµ) и метрике gMN приво-
дит к уравнениям движения зарядов, уравнениям
Максвелла и уравнениям Эйнштейна

RMN − 1

2
gMNR = 8πG5 T

MN , (2)

соответственно, где TMN – полный тензор энергии-
импульса, включающий материю

T µν
m = m

∫

żµżνδ5(x− z(τ))√−g dτ, T µ4
m = T 44

m = 0

(аналогично — для m′) и электромагнитное поле.
Гравитационное излучение традиционно рассмат-

ривается как волновое возмущение фоновой метри-
ки Минковского, поэтому введем гравитационные
возмущения

gMN = ηMN + κ5hMN ,

ψMN = hMN − 1

2
ηMNη

LRhLR ,

где κ5 =
√
16πG5.

Метод последовательных приближений.

Будем использовать метод итераций, формально
представляя все величины как сумму соответству-
ющих порядков,

φ = 0φ+ 1φ+ 2φ+ ... ,

где φ может быть полями (gMN , Aµ), источника-
ми (TMN , jµ), координатами зарядов (zµ), а так-
же их производными. В каждом порядке наложим
на электромагнитное поле лоренцеву ((k)Aµ

,µ = 0)
калибровку, а на гравитационное поле — калибров-
ку Фока–де Дондера ((k)ψMN

,N = 0) относительно
плоской метрики.

В нулевом порядке предполагаем пустое плоское
пространство и отсутствие полей: 0gMN = ηMN ,
0hMN = 0 , 0Aµ = 0. Тогда оба заряда движутся
равномерно 0z̈µ = 0z̈ ′µ = 0 с постоянными ско-
ростями 0żµ ≡ uµ и 0ż ′µ ≡ u′µ. Выберем лабора-
торную систему отсчета, связанную с зарядом e′:
u′µ = (1, 0, 0, 0). Тогда лоренц-фактор движущейся
частицы γ = (1−v2)−1/2 ≫ 1 является лоренц-инва-
риантным параметром столкновения: γ = (uu′). На-
правление движения заряда e выберем за ось z,
а вектор прицельного параметра bµ — за ось x:

uµ = γ(1, 0, 0, v), 0zµ = uµ τ + bµ, bµ = (0, b, 0, 0) .

Вектор токов и механический тензор энергии-
импульса частиц строятся по плоскому фону от рав-
номерно движущихся зарядов.

Токи нулевого порядка являются источниками
полей (Aµ, ψMN ) первого порядка: соответствую-
щие источники распадаются на сумму по двум ча-
стицам, а полевые уравнения являются уравнения-
ми д’Аламбера.

Для последовательного применения итераций мы
пренебрегаем самодействием зарядов, считая, что
каждая частица движется в поле, рожденном части-
цей-партнером: для движения в электромагнитном
поле тогда имеем

1z̈µem =
e

m
F ′µν żν ,

1z̈ ′µem =
e′

m′
Fµν ż ′ν (3)

Двойное интегрирование с начальными условиями
1żµem(0) = 0, 1zµem(0) = 0 дает решение

1zµem(τ) = −i e′e

(2π)3m

∫

d4q

qνqν(qu)2
e−iqb×

×
(

e−i(qu)τ − 1 + i(qu)τ
)

δ(qu′)
[

γqµ − (qu)u′µ
]

.

Поскольку четырехмерное пространство-время
вложено в пятимерное, четырехмерные векторы
(u, u′, A, z, z′) и тензоры можно «поднять» до пяти-
мерных, дополняя пятые компоненты соответству-
ющими нулями (кроме ηµν). Далее мы будем ис-
пользовать пятимерные индексы у тензоров.

Поля первого порядка, созданные равномерно
движущимися зарядами, не могут приводить к из-
лучению волн. Поэтому обратимся ко второму по-
рядку, где нас будет интересовать только гравита-
ционное решение. Соответственно, для его источ-
ника нам достаточно брать электромагнитное поле
первого порядка и движение зарядов в нем.

Тогда в приближении слабого поля уравнения
Эйнштейна вырождаются в соответствующее урав-
нение д’Аламбера

� 2ψMN = −jMN (x),

jMN (x) ≡ 1TMN(x) + 1T ′MN (x) + σMN (x) ,
(4)
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где

1TMN (x) = m

∫

(

2 1ż(MuN) − uMuN ( 1z · ∇)
)

δ5(x− uτ − b) dτ,

σMN (x) =

[

δMµ δNν
1Fµλ 1Fλ

ν +
1

4
ηMN 1Fλρ

1Fλρ

]

δ(x4) .

Здесь мы пренебрегли гравитационным взаимо-
действием зарядов как намного более слабым, чем
электромагнитное. Это выражается как в пренебре-
жении влиянием ньютоновых сил на динамику за-
рядов 1zM , так и в пренебрежении влиянием ньюто-
новых полей первого порядка на определитель мет-
рики.

Источники T и T ′ мы будем называть локаль-
ными, поскольку их носитель сосредоточен на ми-
ровых линиях зарядов, а источник σ, содержащий
произведение полей F и F ′, будет называться нело-
кальным, соответственно.

Сохранению калибровки для излученной грави-
тационной волны ψMN соответствует сохранение ее
источника. Легко проверить это утверждение, учи-
тывая, что траектория заряда определяется полем,
созданным зарядом-партнером. Опуская все само-
действия, получается искомое

∂N j
MN (x) = 0 .

Поляризации. В предположении квазинепре-
рывных мод излучения, суммирование по калуца-
клейновским модам можно эффективно заменить
на интегрирование в области импульсного про-
странства, дающей доминирующий вклад.

Выраженная через пятимерную ньютонову кон-
станту гравитационного взаимодействия G5, плот-
ность гравитационного излучения дается извест-
ным выражением [13]

dEgr

dωdΩ3
=

G5

4π3
ω3

5
∑

a=1

∣

∣jMN (k)εMN
(a)

∣

∣ (5)

в виде суммы по поляризациям, где dΩ3 — элемент
площади трехмерной единичной сферы S3, вложен-
ной в четырехмерное евклидово пространство.

Три вектора поляризации gM(1−3) и пятимерный

волновой вектор kM взаимно ортогональны. Выбе-
рем gM(1) в ковариантном виде, т.е. построенным по
векторам нашей задачи:

gM(1) = N−1

[

(ku)u′M − (ku′)uM +

(

uu′ − ku

ku′

)

kM
]

,

(6)

где N2 = − [(ku′)u− (ku)u′]
2

— нормировочная
константа.

Назначим очередность пяти декартовых коорди-
нат t ≺ x ≺ y ≺ z ≺ w и выберем третий вектор
поляризации gM(3) в виде

gM(3) =
1

√

k2y + k2w

(0, 0,−kw, 0, ky)

при любой параметризации пятимерного волнового
вектора k. Тогда

(

g(3)k
)

=
(

g(3)u
)

=
(

g(3)u
′
)

=
(

g(3)b
)

= 0 ,

поэтому
(

g(1)g(3)
)

= 0. Второй вектор поляризации
выберем в виде

gM(2) = N−1ǫMNLRQ uNu
′
LkRg(3)Q ,

поэтому он ортогонален u, u′, k, g(3) и, как след-
ствие, g(1).

В модели с компактифицированным пятым изме-
рением значение kw квантовано:

kw = n/R , n ∈ Z .

Направление излучения удобно описывать дву-
мя системами координат: в терминах наблюдаемого
трехмерного пространства (на бране) и углами че-
тырехмерной пространственной части пятимерного
пространства-времени (балка). Светоподобный вол-
новой 5-вектор параметризован следующим обра-
зом:

kM = (k0,k, kw), kµ = (k0,k), K = (k, kw) .

В трехмерном пространстве 5-вектор kM име-
ет проекцию k, угловые характеристики которой
определяются двумя трехмерными углами на S2:
трехмерным полярным углом θ, отсчитываемым
от направления u, и азимутальным углом ϕ, от-
кладываемым в плоскости xy от направления b

(рис. 1, б ). Дополнительный угол «поперечности»
α между K и 3-браной определяется отношением
kw/|k| (рис. 1, а).

Описание излучения в балк имеет смысл в пред-
положении большого числа калуца-клейновских
мод излучения: 5-вектор kM имеет пространствен-
ную часть K; угловые характеристики K выраже-
ны через три угла на S3: четырехмерный полярный
угол ϑ между u и K, трехмерный полярный угол φ
между b и проекцией K на подпространство xyw,
а также оставшийся азимутальный угол χ в плос-
кости yw (рис. 1, в).

Справедливы следующие соотношения между ча-
стотой ω = |K| и введенными углами (рис. 1, а):

|k| = ω cosα cosϑ = cos θ cosα,

sinϑ cosφ = sin θ cosϕ cosα .

Тогда нормировочный множитель равен N =
γv sinϑ(ku′), и среди скалярных произведений век-
торов поляризации с векторами задачи не зануля-
ются только следующие три:

(g1b) = −b cosϑ cosφ, (g1u) = γv sinϑ,

(g2b) = −b sinφ .
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Рис. 1. Углы в лабораторной системе

Из векторов поляризации g(1) и g(2) строим два
поляризационных тензора стандартным образом:

εMN
+ =

1√
2

[

gM(1)g
N
(1) − gM(2)g

N
(2)

]

,

εMN
× =

1√
2

[

gM(1)g
N
(2) + gN(1)g

M
(2)

]

.

(7)

С помощью третьего вектора g(3) строим третий
тензор поляризации:

εMN
⊕ =

1√
6

[

gM(1)g
N
(1) + gM(2)g

N
(2) − 2gM(3)g

N
(3)

]

, (8)

а также два оставшихся:

εMN
IV =

1√
2

[

gM(1)g
N
(3) + gM(3)g

N
(1)

]

,

εMN
V =

1√
2

[

gM(2)g
N
(3) + gM(3)g

N
(2)

]

.

(9)

Ортонормированность системы пяти тензоров по-
ляризации проверяется непосредственно. Все тензо-
ры поляризации бесследовы, поэтому слагаемые ис-
точников, содержащие метрику ηMN тензорно, мо-
гут быть отброшены. Поэтому нелокальный источ-
ник имеет эффективный вид

1σMN (x) = δMµ δNν
[

1FML 1F ′
L
N + 1F ′ML 1FL

N
]

δ(w) .

(10)

Наконец, учитывая, что g(3) ортогонален всем век-

торам задачи, моном gM(3)g
N
(3) в (8) можно отбросить,

представив ε⊕ в эффективной форме:

ε̃MN
⊕ =

1√
6

[

gM(1)g
N
(1) + gM(2)g

N
(2)

]

, (11)

а поляризации εIV,V при свертке с источником jMN

полностью занулятся.

2. ГРАВИТАЦИОННОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ

Амплитуды. Наша задача — вычислить источ-
ник jMN , задаваемый (4), в импульсном представ-
лении. В модели ADD электромагнитное поле рас-
пространяется только на бране, а гравитационное

может распространяться в балке. Поэтому допол-
нительных калуца-клейновских мод, связанных со
взаимодействием зарядов, не появляется. То есть,
пятимерным является только гравитон и его состо-
яния (волновой вектор, векторы поляризации и тен-
зоры поляризации).

Поэтому амплитуды взаимодействия в тензорном
виде, выраженные через скалярные произведения
пятимерного волнового вектора с векторами зада-
чи (uM , u′M и bM ) и сами эти векторы, по сравне-
нию с четырехмерной задачей остаются такими же,
поскольку имеют нулевую «балковскую» компонен-
ту. Кроме проекторов на подпространство браны,
сами функции для источников, локализованных на
бране, связаны с аналогичными пятимерными на-
личием дельта-функции от пятой координаты:

(5)TMN(x,w) = δMµ δNν
(4)T µν(x)δ(w) ,

и то же для σ в эффективной форме (10). Тогда их
фурье-образы, представляющие тензорные ампли-
туды, равны в пяти- и четырехмерной формулиров-
ках:

(5)TMN(k, kw) = δMµ δNν
(4)T µν(k) .

Таким образом, достаточно выразить скалярные
произведения (ku), (ku′) и (kb) через пятимерные
координаты импульсного пространства и заменить
в свободных индексах uµ, u′µ, bµ −→ uM , u′M , bM .
Тогда эффективные пятимерные тензорные ампли-
туды излучения равны соответствующим эффек-
тивным четырехмерным [23], с соответствующими
переобозначениями индексов: локальная и полевая
амплитуды равны

TMN (k) = − ee′

2πγ
ei(kb)iK1(z)×

×
[

(kb)

γz
uMuN − 2v

b
u(MbN)

]

,

σMN (k) = − ivee
′ ei(kb)

2πγb
K1(z)b

(MuN)

в значимой для доминирующего вклада в из-
лучение области импульсного пространства, где
z := (ku)b/γv.
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Тогда полная тензорная амплитуда излучения
равна

jMN (k) = − ee′

2πγ
ei(kb)iK1(z)×

×
[

(kb)

γz
uMuN − v

b
u(M bN)

]

. (12)

Вычисляя соответствующие скалярные произве-
дения

(ku) = ωγ (1− v cosϑ), (ku′) = ω,

(kb) = −ωb sinϑ cosφ ,

можно сделать следующие выводы о качественном
поведении амплитуд:

1. при проектировании на тензоры поляризации
амплитуда T ′MN от заряда-мишени гасится
полностью;

2. характерный полярный угол излучения: ϑ ∼
1/γ (так называемый, биминг — концентрация
излучения в узком конусе вокруг направления
быстрого заряда);

3. при учете нелокальной (полевой) амплитуды
происходит частичное гашение амплитуды из-
лучения (недеструктивная интерференция);

4. характерная частота излучения: ω ∼ γ2/b .

Проектируя на тензоры поляризаций, получим
следующие ненулевые поляризационные амплиту-
ды:







j+
j×
j⊕







=
ee′

23/2π
sinϑ cosφK1(z)







1/(γ2ψ)− 1
tgφ

(1/γ2ψ − 1)/
√
3







,

(13)

где введена ψ = 1 − v cosϑ и были опущены фазо-
вые множители, сокращающиеся при последующем
квадрировании. Таким образом, амплитуда j⊕ (при-
сущая именно пятимерному пространству) оказы-

вается в
√
3 раз меньше соответствующей амплиту-

ды j+, поэтому дает вклад в излучение ровно в три
раза меньший, имея одинаковые спектральные и уг-
ловые характеристики.

Характеристики излучения. Подставляя (13)
в (5), получим

d

dωdϑdΩ2











E+

E×

E⊕

Egr











=
(ee′)2G5

96π5

sin4ϑ

γ2ψ2
cos2φ×

×K2
1

(ωbψ

v

)

ω3















3(γ2ψ2 − sin2ϑ)
3γ2ψ2 tg2φ
γ2ψ2 − sin2ϑ

γ2ψ2(4 + 3tg2φ)− 4 sin2ϑ















,

(14)

где использовано тождество 2ψ = γ−2 + sin2 ϑ +
O(γ−4), справедливое при ϑ . O(1/γ).

Интегрируя по S2 (все углы, кроме ϑ), получим
частотно-угловое распределение

d

dωdϑ











E+

E×

E⊕

Egr











=
(ee′)2G5

72π4

sin4ϑ

γ2ψ2
×

×K2
1

(ωbψ

v

)

ω3















3(γ2ψ2 − sin2ϑ)
6γ2ψ2

γ2ψ2 − sin2ϑ
10γ2ψ2 − 4 sin2ϑ















. (15)

График ϑ-распределения изображен на рис. 2.
Он подтверждает, что излучение сконцентрирова-
но в конус вокруг направления быстрого заряда
с величиной раствора порядка O(1/γ). При зна-
чении угла ϑ = arcsin(1/γ) (точно) излучение
(+,⊕)-поляризаций полностью подавлено.

Рис. 2. График ϑ-распределения энергии (в единицах
G5(ee

′/b2)2) для γ = 103: для поляризаций + (пунк-
тирная линия), × (штрихпунктирная), ⊕ (штриховая)
и для полной энергии (сплошная)

Интегрируя по частотам [22], получим угловое
распределение по полярному углу:

d

dϑ











E+

E×

E⊕

Egr











=
(ee′)2G5

108π4

sin4ϑ

γ2b4ψ6















3(γ2ψ2 − sin2ϑ)
6γ2ψ2

γ2ψ2 − sin2ϑ
10γ2ψ2 − 4 sin2ϑ















.

(16)

Наконец, интегрируя по ϑ, получим полную энер-
гию на одно столкновение:











E+

E×

E⊕

Egr











=
(ee′)2G5

864π3b4
γ3











3
24
1
28











. (17)

Таким образом, полная излученная энергия, при-
ходящаяся на одно столкновение, равна

Egr =
7(ee′)2G5

216π3b4
γ3. (18)
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Соответствующее распределение по поперечному к
плоскости рассеяния углу φ равно

d

dφ











E+

E×

E⊕

Egr











=
(ee′)2G5

576π3b4
γ3 sinφ















3 cos2φ
12 sin2φ
cos2φ

4 + 8 sin2φ















. (19)

Рис. 3. График φ-распределения излучения (в едини-
цах G5(ee

′/b2)2) для γ = 103: для поляризаций + (пунк-
тирная линия), × (штрихпунктирная), ⊕ (штриховая)
и для полной энергии Egr (сплошная)

График φ-распределения изображен на рис. 3.
Соответственно, в подпространстве, перпен-
дикулярном направлению быстрой частицы,
(+,⊕)-поляризованное излучение распространя-
ется, в основном, вдоль плоскости рассеяния,
а ×-поляризованное излучение распространяется
поперек плоскости рассеяния.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В пространстве с одним дополнительным измере-
нием вычислена энергия, выделяемая в виде гра-

витационных волн при столкновении двух зарядов,
и спектрально-угловые характеристики излучения.

Выражая пятимерную ньютонову константу че-
рез четырехмерную и радиус компактификации пя-
того измерения R, получим

Egr =
7(ee′)2G4R

108π2b4
γ3 =

112

27π

γR

b
E4D ,

где использован результат [2, 23] для E4D .
Энергия E4D излучается в брану и соответствует

нулевой моде Калуцы – Клейна. Таким образом, эф-
фективное число калуца-клейновских мод, задей-
ствованных на излучение в балк, по порядку вели-
чины равно

NKK ∼ γR

b
≫ 1 .

Соответственно, обосновано квазинепрерывное рас-
пределение мод излучения, что технически выра-
зилось в использовании эффективного простран-
ства Минковского M1,4 вместо M1,3 × S1. Соответ-
ственно, применительно к модели ADD размерно-
сти, большей пяти, можно предположить усиление
излучения в (γR/b)d раз по сравнению с четырех-
мерным результатом.

В выбранном базисе, в излучение дают вклад
три из возможных пяти поляризаций. Характерная
частота излучения, дающая доминирующий вклад
в полную излучаемую энергию, — порядка γ2/b.
Оценивая характерные значения «угла пятимерно-
сти излучения» α,

α ∼ arcsin
NKKR

ω
∼ 1

γ
, cosα ∼ 1 ,

заключаем, что распределение излучения относи-
тельно наблюдаемого «трехмерного» полярного уг-
ла θ в значимой области практически не отличается
от искусственно введенного «четырехмерного» уг-
ла ϑ, давая доминирующий вклад в излучение на
углах порядка θ ∼ ϑ ∼ 1/γ.

Исследование выполнено в рамках государствен-
ного задания МГУ имени М. В. Ломоносова.
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Within the five-dimensional ADD model with compactification radius R, we consider the classical gravitational
bremsstrahlung in the collision of two ultra-relativistic charges. The collision is characterized by impact
parameter b and the Lorentz-factor γ. With help of the perturbation-theory technique, we compute the total
energy, radiated as a gravitational wave, as well as spectral, angular and polarization distributions. The
most of radiation is emitted into a beaming cone with linear angle of order 1/γ. The average frequency is of
order γ2/b. The average number of Kaluza–Klein emission modes estimates as γR/b.
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