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Рассматривается гравитационное взаимодействие классической заряженной частицы с беско-
нечной прямолинейной космической струной с плотностью энергии µ. Струна создает фоновое
коническое пространство с малым относительным дефицитом угла β′ = 4Gµ. Геодезическая
заряда расположена в плоскости, перпендикулярной струне. Рассеяние описывается лоренц-
фактором γ и прицельным параметром b. По теории возмущений в главном по γ порядке
вычисляется гравитационное возмущение заряда и струны. Во втором порядке теории воз-
мущений вычисляется полная энергия, излучаемая в виде электромагнитных волн, а также
спектрально-угловые и поляризационные характеристики тормозного излучения. Для излуче-
ния характерна концентрация в конусе с углом раствора порядка 1/γ, при этом основной вклад
в излучение вносят частоты порядка γ/b.

PACS: 11.27.+d, 98.80.Cq, 98.80.-k, 95.30.Sf УДК: 53.02
Ключевые слова: космическая струна, дефицит угла, геодезическая, поляризации, тормозное излуче-
ние, концентрация излучения.

DOI: 10.55959/MSU0579-9392.80.2530108

ВВЕДЕНИЕ

Математически элегантные решения издавно
привлекали повышенный интерес физиков — да-
же если прямое экспериментальное подтверждение
таких моделей представляет собой задачу заведо-
мо не ближайшего будущего. К таковым, несомнен-
но, относится космическая струна [1], предложен-
ная как гипотетическое неточечное решение уравне-
ний Эйнштейна. Космические струны могли образо-
ваться во время эволюции ранней Вселенной, при-
чем, их характерные плотность энергии и толщи-
на должны соответствовать энергетическому мас-
штабу соответствующего фазового перехода. Кос-
мическая струна создает коническое пространство
с дефицитом угла, малым для «наиболее вероятных
реальных струн».

К задачам косвенного обнаружения гипотетиче-
ских космических струн относятся эффекты, возни-
кающие при гравитационном взаимодействии стру-
ны с частицами материи [2–5]. В частности, элек-
тромагнитные заряды, двигаясь по геодезическим
фонового пространства–времени космической стру-
ны, могут излучать электромагнитные волны, кото-
рые, в свою очередь, могут составлять часть наблю-
даемого реликтового излучения. Мы будем рассмат-
ривать случай, когда траектория заряда полностью
лежит в плоскости, перпендикулярной струне.

Непертурбативно задача вычисления излучаемой
энергии рассматривалась в [2, 3] через вычисле-
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ние работы сил гравитационного трения в фоно-
вом пространстве струны. Вычисленное значение
изменения энергии интерпретируется как электро-
магнитное излучение. Однако в искривленном про-
странстве существует общая концептуальная про-
блема разбиения энергии заряда на «связанную
с зарядом» (соответствующую радиационному тре-
нию в плоском пространстве) и «оторвавшуюся
от заряда» (соответствующую излученной энергии
в плоском пространстве). Более того, итоговая фор-
мула при некоторых квантованных (не малых!) зна-
чениях дефицита угла предсказывает отсутствие
излучения.

С другой стороны, электромагнитное излучение
в принципе описывается как волна, распространя-
ющаяся на фоне плоского пространства. В частно-
сти, построение векторов поляризации подразуме-
вает именно такой подход. Кроме того, в [6] показы-
валось, что частица гравитационно влияет на стру-
ну, тем самым, деформируя фон. Иными словами,
взаимодействие струны с зарядом рассматривается
как двухчастичная задача на фоне плоского про-
странства по теории возмущений. Подобный подход
для гравитационного взаимодействия применялся
для пары точечных частиц [7–12], системы «части-
ца — гипербрана» [13–16], для взаимодействия кос-
мической струны со скалярным зарядом [17] и др.
Общим техническим моментом вычисления явля-
ется наличие локальной и нелокальной амплитуд
источников излучения в импульсном представле-
нии, а также их почти полное взаимное сокраще-
ние (деструктивная интерференция). Соответствен-
но, космическую струну мы будем рассматривать
в формализмe Намбу – Гото.
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Ввиду малой толщины (∼ 10−28см) космической
струны, «привязанной» к фазовому переходу на
энергиях теорий Великого объединения (ηGUT ∼
1016 ГэВ), достаточно рассмотреть бесконечно тон-
кую струну с такой же плотностью энергии на еди-
ницу продольного размера. В цилиндрических ко-
ординатах метрика струны, расположенной вдоль
оси x, является статической с элементом длины

ds2 = dt2 − dx2 − d̺2 − β2̺2dϕ2 , (1)

где 0 < β 6 1. Величина δϕ = 2π(1 − β) задает де-
фицит угла, а β ′ = 1−β определяет относительный
дефицит угла. Для энергии фазового перехода Все-
ленной η связь с плотностью энергии µ на единицу
длины космической струны задается формулами

η2 = (1− β2)/8πG , β ′ = 4Gµ.

Например, для ηGUT относительный дефицит угла
имеет оценку β ′ ∼ 10−5.

Классическое пертурбативное рассмотрение зада-
чи тормозного излучения при рассеянии с прицель-
ным параметром b > 0 предполагает дальние проле-
ты по сравнению с классическим радиусом заряда:
b≫ rcl = e2/m .

Для описания задачи на плоском фоне нам потре-
буются декартовы координаты. Замена радиальной
переменной ̺→ r в соответствии с β̺ = R0(r/R0)

β ,
где R0 — произвольный параметр длины, приводит
метрику к конформно-евклидову (на гиперплоско-
стях, ортогональных к струне) виду:

ds2 = dt2 − dx2 − e−2β′ ln(r/R0)(dy2 + dz2) , (2)

где r2 = y2 + z2. Таким образом, метрика струны
как фоновая асимптотически не переходит в метри-
ку Минковского. Более того, линеаризованная мет-
рика

κhµν(x) = 2β ′Σµν ln
r

R0
, Σµν ≡ diag (0, 0, 1, 1)

(3)

содержит логарифмы, растущие по модулю не толь-
ко вблизи струны, но и при неограниченном отдале-
нии. Использование таких координат представляет
независимый интерес.

Целью работы является:

1. в модели двухчастичной системы «заряд —
струна» на фоне пространства Минковского
в главном по дефициту угла порядке теории
возмущений вычислить полную энергию тор-
мозного электромагнитного излучения, срав-
нить с [2, 3];

2. вычислить спектрально-угловые и поляриза-
ционные характеристики излучения;

3. использовать концепцию локальной и нело-
кальной амплитуд;

4. исследовать вопрос о влиянии логарифмов (3)
на структуру амплитуд излучения и сходи-
мость интегралов.

Используются единицы ~ = c = 1 и сигнатура
метрики пространства-времени +−−− . Для заря-
да используется система единиц Хевисайда–Лорен-
ца. Греческие пространственно-временные индексы
µ, ν, ... пробегают значения 0 ... 3.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Заряд e массы m движется по мировой линии
Zµ(s); Ż2 = 1. Мировой лист струны V2 с внутрен-
ними координатами (τ, σ) распространяется в M1,3,
его геометрияXµ(τ, σ) индуцирует метрику γab сиг-
натуры (+−). Действие для системы «заряд – стру-
на» имеет вид S = Sem + Sgr , где

Sem = −1

4

∫

FµνF
µν
√

|g| d4x− e

∫

AµŻ
µds,

Sgr = −µ
2

∫

Xµ
aX

ν
b gµνγ

ab
√

γ̃ d2σ−

−m
∫

√

Ż2ds− 1

κ2

∫

R
√

|g| d4x .

Здесь µ — натяжение струны, Xµ
a ≡ ∂Xµ/∂σa — ка-

сательные векторы к мировому листу, γab — обрат-
ная к γab метрика, γ̃ ≡

∣

∣ det ‖γab‖
∣

∣, R — скалярная

кривизна и κ
2 = 16πG.

Варьируя действие относительно Xµ, мы полу-
чим уравнение движения струны

∂a

(

Xν
b gµνγ

ab
√

γ̃
)

=
1

2
gνλ,µX

ν
aX

λ
b γ

ab
√

γ̃ ,

а вариация относительно γab дает уравнение свя-
зи (индуцированную метрику). Варьируя S отно-
сительно траектории Zµ дает уравнение движения
заряда в присутствии электромагнитного и грави-
тационного полей. Соответственно, полевые урав-
нения — Максвелла и Эйнштейна — задаются вы-
ражениями

∇νF
µν = jµ (4)

Rµν − R

2
gµν =

κ
2

2

(

T µν + T̄ µν + T µν
em

)

, (5)

где слагаемые

T µν = µ

∫

Xµ
aX

ν
b γ

ab δ
4
(

x−X(σ)
)

√

|g|
√

γ̃ d2σ ,

T̄ µν = e

∫

ŻµŻνδ 4 (x− Z(s))
√

|g|
ds

T µν
em = FµλFλ

ν +
1

4
gµνFλρF

λρ

являются тензором энергии-импульса струны, ча-
стицы и электромагнитного поля, соответственно,

jµ = e

∫

Żµ δ
4(x− Z(s))
√

|g|
ds (6)

представляет собой 4-вектор плотности тока, а
∇µ — ковариантная производная, согласованная
с полной метрикой gµν .
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Для решения задачи по теории возмущений, фор-
мально разложим все величины

φ = 0φ+ 1φ+ 2φ+ ... ,

где φ может быть полями (gµν , Aµ), источниками
(T µν , T̄ µν , T µν

em , jµ), отклонениями частицы Zµ или
струны Xµ.

В нулевом порядке теории возмущений мы пред-
полагаем пространство Минковского в отсутствие
полей: 0hµν = 0 , Aµ = 0 . Струна является пря-
молинейной, а заряд движется прямолинейно (на-
правление примем за ось z): 0z̈µ = 0 с постоянной
скоростью 0żµ ≡ uµ.

Момент «столкновения» — пролета заряда на
ближайшем к струне расстоянии b — назначим от-
счетом времени (t = s = 0), а соответствующий
вектор bµ скрещивания невозмущенной траектории
заряда и свободной струны выберем за ось y:

uµ = γ(1, 0, 0, v), 0Zµ = uµs+ bµ,

bµ = (0, 0, b, 0) .

Соответственно, γ = (1 − v2)−1/2 — лоренц-фактор
столкновения, а b > 0 — прицельный параметр рас-
сеяния. Мировой лист космической струны являет-
ся плоскостью, натянутой на оси t и x, а внутренние
координаты равны: σ0 ≡ τ = t, σ1 ≡ σ = x; тогда
0Xµ = δµaσ

a, 0γab = ηab.
Наконец, источники электромагнитного и грави-

тационного полей равны

0jµ(t,x) =
e

γ
uµ δ(x) δ(y − b) δ(z − vt),

0T̄ µν(t,x) =
m

γ
uµuν δ(x) δ(y − b) δ(z − vt),

0T µν(t,x) = µ δµaδ
ν
b η

ab δ(y) δ(z) =

= µ δ(y) δ(z) diag(1,−1, 0, 0) ,

в то время как 0T µν
em(t,x) равен нулю.

2. ПЕРВЫЙ ПОРЯДОК:
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ

Источники нулевого порядка создают поля пер-
вого порядка: струна ( 0T µν) создает возмущение
метрики (3), а заряд ( 0jµ, 0T̄ µν) создает кулонов
и ньютонов потенциалы, лоренц-преобразованные
в z-направлении:

1̄hµν(x) = −κm

4π

(

uµuν −
1

2
ηµν

)

×

×
[

γ2(z − vt)2 + x2 + (y − b)2
]−1/2

,

1Aµ(x) =
e

4π

uµ
√

γ2(z − vt)2 + x2 + (y − b)2
.

(7)
Для самосогласованности мы должны прене-

бречь самодействием, то есть, рассматривать дви-
жение заряда и струны в полях, созданных парт-
нером. Тогда в первом порядке теории возмущений

на заряд не действует сила Лоренца, поэтому вза-
имодействие в системе «заряд – струна» — чисто
гравитационное. Уравнение движения заряда:

1Z̈µ = −κ
0Πµν

(

1hνλ,ρ −
1

2
1hλρ,ν

)

uλuρ ,

0Πµν = ηµν − uµuν .
(8)

Решением (8) с начальными условиями 1Zµ = 0,
1Żµ = 0 в декартовых координатах являются функ-
ции

1Z0 = 1Zx = 0

1Zy = −β ′

[

γvs arctg
γvs

b
− b

2
ln
b2 + γ2v2s2

b2

]

1Zz = β ′

[

γvs

2

(

ln
b2 + γ2v2s2

b2
− 2

)

+ b arctg
γvs

b

]

.

(9)

Траектория в первом порядке определяется нуле-
вым порядком Zz и первым порядком для Zy:

y(z) = b− β ′

[

z arctg
z

b
− b

2
ln
b2 + z2

b2

]

.

Она не зависит от скорости заряда. Это обстоятель-
ство позволит рассматривать не только ультраре-
лятивистский случай, как в аналогичных задачах
столкновения точечных частиц [8–11].

Соответствующие деформации струны от грави-
тационного поля заряда рассматривались в [6]. Из-
вестно, что поперечные возбуждения могут рас-
сматриваться как бозоны Намбу – Голдстоуна, по-
являющиеся в результате спонтанного нарушения
трансляционной симметрии [18], и могут быть об-
наружены.

Соответствующие уравнения для попереч-
ных возбуждений 1Xy,z струны имеют форму
(1+1)-мерного уравнения д’Аламбера

�2
1Xα = δλaδ

ρ
b η

ab

(

1

2
h̄λρ

,α − h̄αλ,ρ

)

y=z=0

(10)

(α = y, z) с источником, линейным по h̄.

Полностью поперечное (и к струне, и к траекто-
рии частицы) запаздывающее решение 1Xy имеет
вид

1Xy = Gmγv

[

arctg
v2t2 − v2x2 − (2v2 − 1)b2

2bv
√

v2t2 + (b2 + x2)/γ2
+

+ arctg
t2 − x2 − b2/v2

2bt/v
+ πθ(t)

]

, (11)

а продольно-поперечное 1Xz возбуждение струны
равно
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1Xz = Gmγv

[

sgn(t) ln
(vbx)2 +

(

(γvt)2+b2+γv2|t|
√

(γvt)2+b2+x2
)2

r20(γ
2v2t2 + b2)

−

− θ(t) ln
[v2(t+ x)2 + b2][v2(t− x)2 + b2]

r40

]

, (12)

где r0 — произвольная постоянная с размерностью
длины.

Найденные поперечные возбуждения струны
непрерывны по t и x, удовлетворяют уравнению
движения (10), являются запаздывающими решени-
ями, зануляются в пределе v → 0 и имеют характер-
ный масштабный фактор 2Gmγ = rE — шварцшиль-
дов радиус, соответствующий энергии частицы E .

3. ВТОРОЙ ПОРЯДОК: ТОРМОЗНОЕ
ИЗЛУЧЕНИЕ

Во втором порядке теории возмущений возни-
кают эффекты, связанные с излучением. Предпо-
лагая электромагнитное излучение доминирующим
по сравнению с гравитационным (для заряда это
так, для вклада струны это отдельная задача, не
связанная с заряженностью частицы), будем вычис-
лять именно его: общая формула потери энергии на
излучение дается формулой

dEem

dωdΩ
= − ω2

16π3
j(k) · j∗(k), ω = k0 = |k|, (13)

где jµ(k) — фурье-образ векторного источника.
В нашей схеме итераций первой поправкой, дающей
вклад в излучение, будет 1jµ, являющаяся источни-
ком для 2Aµ (в лоренцевой калибровке) в уравне-
нии

� 2Aµ = − 1jµ(x) , 1j(x) ≡ ρµ(x) + σµ(x) , (14)

где

ρµ(x) = e

∫

(

1Żµ − uµ( 1Z · ∂)
)

δ 4
(

x− 0Z(s)
)

ds

σµ(x) = −κ∂ν

(

1hµ
λ
1Fλν + 1hνλ

1Fµλ − 1

2
1h 1Fµν

)

(15)

обозначают локальную и нелокальную (полевую)
амплитуды, соответственно.

Выбирая ортонормированную пару векторов по-
ляризации g(α),

gµ(θ) =
(

0, cos θ cosϕ, cos θ sinϕ,− sin θ
)

,

gµ(ϕ) =
(

0,− sinϕ, cosϕ, 0
)

,
(16)

плотность излучения задается суммой по двум по-
ляризациям

dEem

dωdΩ
=

ω2

16π3

∑

α=θ,ϕ

|j(α)(k)|2, (17)

где ω ≡ k0 = |k| — частота, а j(α)(k) ≡ j(k) · g(α) —
поляризации.

Амплитуды излучения. Преобразование Фу-
рье локальной амплитуды равно

1ρµ(k) = e ei(kb)
∫

ds ei(ku)s
(

1Żµ(s) + ik ·1Z(s)uµ
)

,

(18)

где Zµ равен

1Zµ(s) =
iκ2µγ2v2

8π2

∫

d4q
δ2(q0, qx)

q2 (qu)2
e−i(qb)×

×
[

e−i(qu)s − 1 + i(qu)s
](

2ηµzqz + qµ
)

. (19)

Подстановка (19) в (18) и последующее интегриро-
вание дают

1ρµ(k) = −κ
2eµv

4ωγψ2
ei(kb) exp

(

− (ku)b

γv

)

×

×
[

(

λ̂µ − 2ηµz
)

γψ +
(

cos θ + i sin θ sinϕ
)

uµ
]

,

(20)

где ψ ≡ 1− v cos θ, λ̂µ =
(

0, 0, i,−1
)

.
Фактором, определяющим основные характери-

стики 1ρµ(k), является экспонента e(ku)b/γv. Вместе
с элементом фазового объема, это дает характери-
стическую частоту ω ∼ γ2/b и характеристический
угол θ ∼ 1/γ (далее — z-область) [19].

Нелокальная амплитуда (15) в импульсном пред-
ставлении равна

σµ(k) = i
κ

(2π)4

∫

kν

[

1hµ
λ(q)

1Fλν(k − q)+

+ 1hνλ(q)
1Fµλ(k − q)− 1

2
1h(q) 1Fµν(k − q)

]

. (21)

При подстановке фурье-образов полей в импульс-
ном интеграле по d4q возникает двумерная дельта-
функция δ2(q0, qx), поэтому любое скалярное про-
изведение a ·q внутри интеграла эффективно равно
−Σµνa

µqν . Также справедливы равенства:

Σµνuν = ηµzγv , Σµν = λ̂(µλ̂
∗
ν) .

Таким образом,

σµ(k) =
κ
2eµ

2π
ei(kb)

[

uµ(kλ̂)(kλ̂∗)J + ωγv cos θJµ−

−(ku)(kλ̂)ηµzJ−iω(ku) sin θ sinϕλ̂µJ−γv(kJ)ηµz
]

,

(22)
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где введены интегралы

{

J
Jµ

}

≡
∫

δ(q0) δ(qx) δ(ku− qu) e−i(qb)

q2(k − q)2

{

1
qµ

}

d4q .

(23)

Вычисляя их, можно заметить, что они распадают-
ся на сумму слагаемых двух типов:

J = J + Ĵ , Jµ =
ω

v
J λµ +

ωψ

v
Ĵ λ̂µ,

где

J = − π

2γω2

e−i(kb)e−ωbR

R(kλ)
,

Ĵ =
πv

2γω2

exp(−ωbψ/v)
ψ2 (kλ̂)

и введены

R =

√

γ−2v−2 + sin2θ cos2ϕ ,

λµ =
(

0, 0, v sin θ sinϕ+ ivR,−1 + v cos θ
)

.

Соответственно, можно разбить всю полевую ам-
плитуду

σµ(k) = sµ(k) + ŝµ(k)

на часть, пропорциональную Ĵ :

ŝµ(k) =
κ
2eµ

2π
ei(kb)(kλ̂)×

×
[

uµ(kλ̂∗) + (ku)λ̂µ − 2(ku)ηµz
]

Ĵ , (24)

и часть sµ(k), пропорциональную J. Два типа от-

личаются показателем экспоненты и фазой ei(kb).

Подставляя Ĵ и сравнивая с (20), мы заключаем,
что

ρµ(k) + ŝµ(k) = 0 .

Таким образом, локальная амплитуда полностью
сократилась с ŝµ(k), и характеристики полной
амплитуды излучения определяются параметрами
sµ(k) (z′−область фазового объема), которые опре-
делим ниже. Итак:

1jµ(k) = sµ(k) .

Процессы сокращения локальных слагаемых (де-
структивная интерференция) были известны и ра-
нее для взаимодействия точечных ультрареляти-
вистских частиц с объектами Намбу–Гото [7–11, 15,
16], но теперь они сократились полностью и для
произвольной скорости.

Поскольку временна́я компонента обоих векто-
ров поляризации равна нулю, можно эффективно
заменить uµ на −γvηµz. Подставляя значение J,

полная векторная амплитуда излучения эффектив-
но равна

1jµ(k) =
4πGeµ

R(kλ)
e−ωbR

[

cos θλµ− iψ sin θ sinϕλ̂µ+

+
(

v cos2θ − 2 cos θ + i sin θ sinϕ(ψ + vR)
)

ηµz
]

.

Проектируя на векторы поляризации, получим
поляризационные амплитуды:

1j(θ)(k) =
4πGeµ

R(kλ)

[

cos θ sin θ cos2ϕ− ivR sinϕ
]

e−ωbR

1jϕ(k) = −4πGeµ

R(kλ)

[

sin θ sinϕ+ ivR cos θ
]

cosϕ e−ωbR.

(25)

Тормозное излучение. Квадрируя амплитуды
и подставляя (17), проинтегрируем по частотам.
Далее перейдем от переменных θ, ϕ к переменным
z = tgϕ , y = 1− sin2θ cos2ϕ. Тогда

d

dzdy

{

Eθ
Eϕ
Eem

}

=

=
G2e2µ2v3

γ2πb

∑

±

(

1∓ v
√

y − z2(1− y)
)−2

√

y − z2(1− y)(1− v2y)3/2
×

×
{

γ2(1 − y) + 1− (1 + z2)−1

γ2v2(1− y) + (1 + z2)−1

2γ2(1− y) + y

}

.

Внутреннее интегрирование производится по
−
√

y/(1− y) < z <
√

y/(1− y), а внешнее — по
0 < y < 1; в результате:

{

Eθ
Eϕ
Eem

}

=
G2e2µ2γ3v

4b

[{

12v2 + 1
−8v2

4v2 + 1

}

arctg γv

v
+

+

{−1
1
0

}

8(1 + v2) +

{

7 + 6v2

−8
6v2 − 1

}

1

γ

]

. (26)

Общая потеря энергии Eem в точности совпадает
с результатом [2, 3] для всех скоростей.

Учитывая нерелятивистский предел (Eem ∼ v3)
и ультрарелятивистский режим (Eem ∼ γ3), удоб-
но ввести Ξ ≡ E/γ3v3: тогда излученная энергия
будет описываться в терминах медленно меняю-
щейся на всем диапазоне скоростей функции Ξ(v).
Ее график изображен на рис. 1. Излучение через
θ-поляризацию доминирует при любых скоростях
заряда.

Частотное распределение можно привести к сле-
дующему виду:

dEem

dω
=

4G2e2µ2γ2

v

γ
∫

1

(1 + v2)ũ2 − 1

ũ4
√
ũ2 − 1

e−2ωbũ/γv dũ.

(27)

Отсюда следует, что при любых скоростях харак-
терная частота по порядку величины равна

ω ∼ γv

b
.
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Рис. 1. Функция Ξ(v) (в единицах (Geµ)2/b): для поля-
ризаций θ (пунктирная линия), ϕ (штрихпунктирная)
и для полной энергии Eem (сплошная)

Ультрарелятивистский заряд. Характерные
области углов и частот возникают в ультрареляти-
вистском случае. Приведем соответствующие спек-
трально-угловые характеристики излучения.

Предел нулевой частоты:
(

d

dω

{

Eθ
Eϕ
Eem

})

ω=0

= 8G2e2µ2γ2

{

ln 2− 1/3
1− ln 2
2/3

}

.

Угловое распределение по азимутальному углу:

d

dϕ

{

Eθ
Eϕ
Eem

}

=

=
G2e2µ2

πb

γ3

sin4ϕ

[{

sin4ϕ− 3 cos4ϕ
−2 sin2ϕ cos2ϕ
1− 4 cos2ϕ

}

+

+

{

4 cos2ϕ− 1
2 sin2ϕ

1 + 2 cos2ϕ

}

cosϕ

2 tgϕ
ln

1 + sinϕ

1− sinϕ

]

.

Угловое распределение по полярному углу:

d

dθ

{

Eθ
Eϕ
Eem

}

=
2G2e2µ2

πbζψ2
×

×
{

(2ζ2 − 1)K(ζ) + (1− ζ2)E(ζ)
K(ζ)−E(ζ)

ζ2[2K(ζ)−E(ζ)]

}

,

где

ζ =
γ sin θ

√

1 + γ2 sin2θ
,

а K(·) и E(·) — полные нормальные эллиптические
интегралы Лежандра первого и второго рода, со-
ответственно. Поскольку при малых углах θ спра-
ведливо ψ ≃ (θ2 + γ−2)/2, а ψ2 — в знаменателе,
основной вклад дают углы

θ . 1/γ .

График θ-распределения изображен на рис. 2. Он
подтверждает, что излучение в ультрарелятивист-
ском случае сконцентрировано в конусе вокруг на-
правления движения заряда.

Рис. 2. Угловое θ-распределение (в единицах (Geµ)2/b)
при γ = 103: для поляризаций θ (пунктирная линия), ϕ
(штрихпунктирная) и для полной энергии Eem (сплош-
ная)

Тогда из экспоненциального затухания e−2ωbR

следует, что доминирующий вклад в излучаемую
энергию дают частоты

ω ∼ γ/b .

Интегрируя θ-распределение, получаем полную
излучаемую энергию

{

Eθ
Eϕ
Eem

}

=
G2e2µ2

8b

{

13π − 32
8(4− π)

5π

}

γ3 , (28)

плюс поправки с меньшей степенью лоренц-факто-
ра.

В частотном распределении (27) можно поло-
жить v = 1 и верхний предел заменить бесконеч-
ностью:

dEem

dω
= 4G2e2µ2γ2

∞
∫

1

2ũ2 − 1

ũ4
√
ũ2 − 1

e−2ωbũ/γ dũ. (29)

Таким образом, относительно характеристической
частоты γ/b можно рассмотреть два характерных
режима. При малых частотах ω ≪ γ/b можно раз-
ложить экспоненту и проинтегрировать:

dEem

dω
= 4G2e2µ2γ2

[

4

3
− 3π

2

ωb

γ
+O

(ω2b2

γ2

)

]

.

На высоких частотах ω ≫ γ/b в интеграл (29)
основной вклад дает лишь малая окрестность ниж-
него предела интегрирования, поэтому в подынте-
гральном выражении можно заменить (2ũ2 − 1)/ũ4

на единицу. Оставшийся интеграл является таблич-
ным:

dEem

dω
≃ 4G2e2µ2γ2K0

(2ωb

γ

)

,

а разложение функции Макдональда дает искомое
асимптотическое разложение частотного распреде-
ления:

dEem

dω
≃ 2

√
πG2e2µ2γ5/2

e−2ωb/γ

√
ωb

.
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Интеграл (29) вычисляется в виде высшей транс-
цендентной функции Мейера, однако, асимптоти-
ческие режимы позволяют вывести более простое
интерполяционное выражение для частотного рас-
пределения для всего интервала частот:

dEem

dω
≃ 2

√
πG2e2µ2γ2

(

ωb

γ
+

9π

64

)−1/2

e−2ωb/γ ,

(30)

при этом, максимум относительной погрешности со-
ставляет 1.5% . График частотного распределения
изображен на рис. 3.

Рис. 3. Частотное распределение (в единицах (Geµ)2)
при γ = 103

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрена бинарная система «заряд–космиче-
ская струна», взаимодействующая гравитационно
на фоне плоского пространства-времени.

Можно сделать следующие выводы о качествен-
ном поведении амплитуд электромагнитного излу-
чения:

1. полевая амплитуда σµ вычисляется точно
и разлагается на сумму z- и z′- подобных сла-
гаемых;

2. z-подобное слагаемое σµ в точности сокраща-
ет локальную амплитуду ρµ, причем, свойство
верно для любых скоростей

3. полная амплитуда jµ наследует свойства z′-
подобного слагаемого σµ.

В ультрарелятивистском случае возникают ха-
рактерные углы (θ ∼ 1/γ) и частоты (ω ∼ γ/b)
излучения.

Полная энергия тормозного излучения вычисля-
ется точно, причем метод двухчастичного подхода
применим и к нерелятивистскому режиму. Резуль-
тат для полной излученной энергии совпал с вы-
численным по точной функции Грина [2, 3] фоно-
вой метрики струны в цилиндрических координа-
тах. Таким образом, логарифмы линеаризованной
метрики на дальних расстояниях не влияют на по-
ведение амплитуд излучения и являются артефак-
том выбора системы координат.

Исследование выполнено в рамках государствен-
ного задания МГУ имени М. В. Ломоносова.
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Gravitational interaction of a charge with cosmic string

Y. V. Gratsa, P. A. Spirinb
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We consider gravitational interaction of classical moving charge with an infinite straight cosmic string with
linear energy density µ. The string produces gravitational conical background with small relative angular
deficit β′ = 4Gµ. The charge scatters in a plane transverse to string with Lorentz factor γ and impact
parameter b. By the perturbation-theory technique, one computes gravitational perturbation of string and
charge. To the second perturbational order, we compute the total radiation, emitted as an electromagnetic
wave, as well as spectral, angular and polarization characteristics of the bremsstrahlung. The radiation is
characterized by beaming on angles of order of 1/γ, and the dominant frequencies of order of γ/b.
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