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Подчеркнуты особенности теории резонансных взаимодействий электромагнитных когерент-
ных полей с ангармоническим осциллятором по сравнению со случаем многоуровнего атома.
Показано, что в рамках локального подхода — алгебраической резонансной теории возмуще-
ний — удается учесть требования глобального подхода теории открытых квантовых систем.
На основе вспомогательной модели «внутренней нелинейности» ангармонического осциллято-
ра проанализированы возможные условия резонанса когерентной волны с ангармоническим
осциллятором с поглощением одного фотона.
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ВВЕДЕНИЕ

Квантовые осцилляторы служат эффективными
моделями различных физических объектов, напри-
мер электромагнитного поля резонатора, плазмо-
нов квантовой точки и других. Однако системы,
описываемые простой моделью гармонического ос-
циллятора, не могут служить основой формиро-
вания нелинейно-оптических явлений. Это связа-
но с математическими особенностями моделей, по-
скольку алгебра операторов гармонического осцил-
лятора разрешима, т. е. в конечном счете повтор-
ное коммутирование операторов приведет к нулю
[1]. Поэтому в случае взаимодействия гармониче-
ского осциллятора с когерентной волной можно об-
суждать условие резонанса и динамику осциллято-
ра в резонансном поле когерентной волны, но та-
ких характерных эффектов, сопровождающих ре-
зонансное взаимодействие ансамбля квантовых ча-
стиц, как обратимая релаксация и обращение вре-
мени [2] и фотонные эхо [2], нет [1]. Эффекты типа
фотонного эха [3] до сих пор активно разрабаты-
ваются в связи с применением в квантовой памяти
[4]. Поэтому ситуации, в которых и на ансамблях ос-
цилляторов можно наблюдать специфические нели-
нейно-оптические эффекты, представляют интерес.

Чтобы обойти ситуацию с разрешимостью ал-
гебры осцилляторов и описывать (и формировать)
нелинейные эффекты на гармонических осцилля-
торах, рассматривают ансамбли гармонических ос-
цилляторов, взаимодействующих с атомными объ-
ектами. Так возникают объекты типа атомно-
фотонных кластеров, в которых кванты гармони-
ческого осциллятора совместно с возбуждениями
атомной подсистемы участвуют в формировании
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эффективной двухуровневой системы, алгебра опе-
раторов которых не является разрешимой. В случае
использования двухквантовых переходов во вспомо-
гательной атомной системе алгебра эффективного
атомно-фотонного кластера является полиномиаль-
ной алгеброй третьего порядка [5], что обеспечи-
вает описание всего спектра нелинейно-оптических
эффектов. В случае использования атомов как пас-
сивной среды, без инициации реальных атомных пе-
реходов, при определенных условиях [5] возможно
формирование эффективного фотонного кластера
в виде двухуровневой системы, алгебра операторов
которой представляет собой операторы двух гар-
монических осцилляторов, нерезонансно связанных
с атомами и внешним электромагнитным когерент-
ным полем. В результате физически реализуется
математическое представление Йордана–Швингера
для операторов двухуровневой системы.

Другая возможность формирования нелинейных
оптических эффектов на квантовых осцилляторах
состоит в использовании ангармонизма реального
объекта, описываемого моделью осциллятора. При
этом типичны ситуации, когда спектр ангармони-
ческого осциллятора является неэквидистантным.
Тогда становится возможным выделение (во взаи-
модействиях с когерентными электромагнитными
полями) характерных двухуровневых систем, а так-
же можно говорить о резонансном характере взаи-
модействия ангармонического осциллятора с внеш-
ними электромагнитными полями. Однако здесь ан-
гармонический осциллятор существенно отличает-
ся от обычной N уровневой системы атома.

В работе [6] установлено, что при резонансном
взаимодействии когерентной волны с ангармониче-
ским осциллятором имеет место своеобразная ана-
логия оптического однофотонного резонанса с мно-
гофотонными резонансами в атомах. Важной осо-
бенностью ангармонического осциллятора, отлича-
ющего его описание от описания поведения атома
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в поле когерентной волны, состоит в комбинирован-
ном использовании локального и глобального под-
ходов теории открытых квантовых систем [7], по-
скольку исходный гамильтониан ангармонического
осциллятора не является диагональным.

В данной работе указанная особенность обсуж-
дена в сравнении со случаем атомной системы
в контексте получения необходимых эффективных
операторов взаимодействия и дипольного момента.
Рассмотрены возможные случаи квантовых резо-
нансных переходов в ангармоническом осциллято-
ре при поглощении одного фотона из когерентной
волны. Особое внимание привлечено к этапам по-
следовательного применения алгебраической резо-
нансной теории возмущений (АРТВ) [3, 7]. В ре-
зультате применения АРТВ получены эффектив-
ные операторы резонансного взаимодействия ангар-
монического осциллятора в различных условиях ре-
зонанса с когерентной волной, что послужит осно-
вой для описания широкого класса нелинейно-опти-
ческих резонансных явлений в ансамблях ангармо-
нических осцилляторов.

1. ФОРМАЛИЗМ РЕЗОНАНСНОЙ
ОПТИКИ ДЛЯ N-УРОВНЕВОЙ ЧАСТИЦЫ

Стандартный подход для рассмотрения n-фотон-
ного резонанса когерентного электромагнитного по-
ля напряженности

Ecl(t) = Ecl exp
(

− i(ωclt+Φ)
)

+ c.c. (1)

(ωcl — несущая частота, Ecl — медленно меняющая-
ся амплитуда, поле Ecl(t) называем также возбуж-
дающим) с квантовой частицей состоит в следую-
щем.

1. Стартуем с исходного гамильтониана кванто-
вой частицы, под которой понимаем изолирован-
ную атомную систему

Ha =
∑

m

Em|Em〉〈Em|,

и записываем оператор взаимодействия атомной си-
стемы с когерентным полем (1) в электродиполь-
ном приближении (dmn — матричный элемент опе-
ратора дипольного момента атома)

Vint = −Ecl

∑

mn

dmn|Em〉〈En|. (2)

Особенностью исходных операторов атомной систе-
мы является диагональность атомного гамильтони-
ана Ha. Далее предполагается, что взаимодействие
в момент времени t = 0 включается адиабатически
и записываются стандартные уравнения динамики.

2. С учетом резонансного условия взаимодей-
ствия уравнения динамики квантовой частицы в ре-
зонансном поле записываются для матрицы плотно-
сти ρ эффективной двухуровневой частицы с уров-

нями энергии Eg и Ee,

i~
( ∂

∂t
+ Γ̂

)

ρ =
[

HEff , ρ
]

,

HEff = Eg|Eg〉〈Eg |+ Ee|Ee〉〈Ee|+ V Eff .

(3)

Эффективный оператор резонансного взаимодей-
ствия V Eff получается путем применения той или
иной стандартной техники, адекватной резонанс-
ным условиям, например метода усреднения Кры-
лова–Боголюбова–Митропольского [8]. Релаксаци-
онный оператор Γ̂ либо выводится при учете до-
полнительных взаимодействий, например с кванто-
ванным вакуумным электромагнитным полем, ли-
бо вводится феноменологически, однако здесь Γ̂ да-
лее не учитываем.

Уравнения для переизлученного поля — класси-
ческие уравнения Максвелла для медленно меняю-
щихся амплитуд волновых пакетов

( ∂

∂z
+

1

c′
∂

∂t

)

E ′

= 4πkP ′

. (4)

Здесь z — направление распространения переиз-
лученных фотонов, E ′

— медленная амплитуда
поля переизлученных фотонов (а также рассеян-
ных и фотонов накачки, если есть) на частоте
ω

′

= kc
′

, c
′

— скорость света в среде, P ′

— мед-
ленная амплитуда поляризации на ненулевой ча-
стоте [3]. При этом поляризация определяется че-
рез эффективный дипольный момент резонансной
частицы Sp(ρdEff ).

Условием n-фотонного резонанса (n = 1, 2), опре-
деляющего эффективные операторы в случае ато-
мов, служат следующие соотношения:

ωcl ≈ (Ee − Eg)/~, ω
(1)
cl ± ω

(2)
cl ≈ (Ee − Eg)/~, ... (5)

Здесь ω
(j)
cl — несущие частоты двухчастотного воз-

буждающего поля. Условия (5) дают примеры од-
нофотонного и комбинационного резонансов [3].

Переход к эффективной двухуровневой частице,
описываемой эффективными операторами, в слож-
ных резонансах наиболее просто, последователь-
но и общо осуществляется методами алгебраиче-
ской резонансной теорией возмущений (АРТВ) [3,
7], которая является обобщением метода усредне-
ния Крылова–Боголюбова–Митропольского, изло-
женного применительно к задачам резонансной оп-
тики в книге [8]. Основу АРТВ составляют три эта-
па.

Этап 1 — унитарное преобразование исходной
матрицы плотности ρini(t)

ρ(t) = exp(−iS(t))ρini(t) exp(iS(t)), S(t) = S†(t)
(6)

и переход от исходного уравнения к уравнению (3)
с эффективным гамильтонианом

V Eff (t) = exp(−iS(t))V (t) exp(iS(t))−

− i~ exp(−iS(t))
∂

∂t
exp(iS(t)). (7)
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Этап 2 — разложение генератора преобразования
S(t) и преобразованных операторов в ряды по сте-
пеням параметров взаимодействий [3], [7].

Этап 3 состоит в учете резонансных условий тре-
бованием присутствия в эффективном гамильтони-
ане системы (операторе взаимодействия V Eff (t))
в картине Дирака только медленно меняющихся во
времени слагаемых. Операторы, относящиеся к кар-
тине Дирака, отмечаем (как использовано выше)
явным написанием временного аргумента.

2. СЛУЧАЙ АНГАРМОНИЧЕСКОГО
ОСЦИЛЛЯТОРА В ОБЩЕМ ФОРМАЛИЗМЕ

В случае ангармонического одномерного ос-
циллятора вблизи основного состояния ангармо-
низм может быть представлен оператором потен-
циальной энергии осциллятора вида αx3 + βx4.
В терминах алгебры осцилляторов с оператора-
ми рождения c†, уничтожения c† и числа частиц

N = c†c (коммутационные соотношения
[

c, c†
]

= 1,
[

c,N
]

= c,
[

c†, N
]

= −c†) имеем следующий ис-

ходный гамильтониан указанного ангармоническо-
го осциллятора:

Hosc = ~Ωc

[

c†c+ α(c+ c†)3 + β(c+ c†)4
]

. (8)

Возможен также учет следующих порядков нели-
нейности в рамках развиваемого формализма.

Главным отличием случая ангармонического ос-
циллятора от случая атомов является недиаго-
нальность исходного гамильтониана Hosc. Поэто-
му прежде чем говорить об электродипольном вза-
имодействии ангармонического осциллятора с ко-
герентным полем и рассматривать условия резо-
нансности этого взаимодействия, необходимо исход-
ный гамильтониан диагонализовать. Это так назы-
ваемый глобальный подход теории открытых кван-
товых систем [7]. Диагонализацию гамильтониана
можно осуществить посредством некоторого уни-
тарного преобразования T , например THoscT

†. При
этом также должны быть преобразованы и другие
операторы задачи, например матрица плотности,
ρ(t) = TρoscT

†, а также векторы состояний. Диаго-
нальный гамильтониан характеризуется неэквиди-
стантностью квантовых уровней.

После диагонализации гамильтониана Hosc вво-
дим взаимодействие ангармонического осциллято-
ра с когерентным полем (1) посредством операто-
ра:

Vint = g
(

Ecl exp
(

− iωclt− iΦ)
)

+

+ E∗
cl exp

(

iωclt+ iΦ)
))

(c+ c†). (9)

Предполагаем, что указанный выше переход к но-
вым векторам состояний не повлиял на вид опера-
тора взаимодействия.

Чтобы избавиться от быстроменяющихся во вре-
мени слагаемых в (9) в картине Дирака, в АРТВ

нужно опять преобразовать уже один раз преобра-
зованную матрицу плотности. Оператор этого уни-
тарного преобразования обозначим как U(t). В ито-
ге имеем в картине Дирака

ρ(t) = U(t)T (t)ρoscT
†(t)U †(t). (10)

Два последовательных унитарных преобразова-
ния T (t) и U(t) снова являются унитарным преобра-
зованием и в рамках АРТВ удобно рассматривать
общий генератор S(t) такого преобразования:

ρ(t) = exp(−iS(t))ρosc exp(iS(t)). (11)

Таким образом, первый этап применения АРТВ
в случае ангармонического осциллятора состоит
в применении двух последовательных унитарных
преобразований: первое диагонализует гамильтони-
ан изолированного осциллятора, второе приводит
к эффективным операторам для соответствующего
резонанса.

Генератор двух последовательных преобразова-
ний, рассматриваемых как одно преобразование,
раскладываем в ряд по степеням имеющихся в за-
даче взаимодействий. Прежде чем рассматривать
эту процедуру, обсудим исходный гамильтониан ан-
гармонического осциллятора (8).

Оператор (8) можно разбить на две составляю-
щие — диагональную Hosc−Diag и недиагональную
Hosc−Non−D:

Hosc = Hosc−Diag +Hosc−Non−D,

Hosc−Diag = ~ΩcN +W1,W1 = ~Ωc6β
(

N +N2
)

,

Hosc−Non−D = Wα +Wβ ,

Wα = ~αΩc

(

(3cN + c3) +H.c.
)

,

Wβ = ~βΩc

(

(c4 − 2c2 + 4c2N) +H.c.
)

.

(12)
Если диагонализовать Hosc, предполагая пара-

метры α и β малыми, то к Hosc−Diag получим по-
правки более высокого порядка, чем α и β. Это
позволяет рассматривать Hosc−Diag в качестве при-
ближения первого порядка по константам α и β
диагонального гамильтониана THoscT

†. При этом
любопытно наблюдение работы [9]. Если считать
параметр нелинейности в диагональных слагаемых
исходного гамильтониана независимым от парамет-
ров нелинейности недиагональных слагаемых, то,
стартуя с нулевого порядка в виде ~ΩcN , все по-
рядки АРТВ по этому параметру нелинейности
можно просуммировать. В результате суммирова-
ния получаем то же выражение для Hosc−Diag.
Условие резонанса с ангармоническим осциллято-
ром теперь можно формулировать на основе спек-
тра Hosc−Diag. Заметим, что спектр Hosc−Diag,
в отличие от случая гармонического осцилля-
тора, для рассматриваемого ангармонизма вида
αx3 + βx4 характеризуется неэквидистантностью
квантовых уровней.

Теперь рассматриваем Hosc−Diag как «нулевой»
гамильтониан задачи о взаимодействии ангармони-
ческого осциллятора с когерентным полем (1), (9),
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определяющий переход к картине Дирака. В резуль-
тате задача о резонансе с когерентным полем (1)
становится аналогичной случаю атомной системы,
в которой, в дополнение к атомной системе, появля-
ются отдельные операторы «внутриатомных» нели-
нейных взаимодействий, так что начальный гамиль-
тониан всех учтенных взаимодействий, после ис-
ключения диагональных слагаемых W1, в картине
Дирака приобретает вид:

Vini(t) = Vint(t) +Wα(t) +Wβ(t),

Vint(t) = g
(

Ecl exp
(

− iωclt− iΦ)
)

+

+E∗
cl exp

(

iωclt+ iΦ)
))

(c(t) + c(t)†),

Wα(t) = ~αΩc

(

(3c(t)N + c(t)3) +H.c.
)

,

Wβ(t) = ~βΩc

(

(c(t)4 − 2c(t)2 + 4c(t)2N) +H.c.
)

,

c(t) =

∞
∑

n=1

√
n|En−1〉〈En|eiΩn−1,nt,

Hosc−D|En〉 = En|En〉,Ωm,n =
Em − En

~
,

En = ~Ωc

[

n+ 6β(n+ n2)
]

.

(13)
Будем рассматривать условие резонанса в виде

ωcl ≈
En − E0

~
. (14)

Здесь в терминах описание резонанса в атомной си-
стеме E0 = Eg, En = Ee.

Можно также рассмотреть и общий однофотон-
ный резонанс вида ωcl ≈ Ωn,m, предполагая, напри-
мер, что к заселению уровней привело резонансное
взаимодействие с предыдущим ультракоротким им-
пульсом когерентной волны. В ином случае возмож-
ное заселение нижнего резонансного энергетическо-
го уровня Em необходимо рассматривать, учитывая
процессы, приводящие к равновесному состоянию
наравне с диагонализацией исходного гамильтони-
ана ангармонического осциллятора. В этом заклю-
чается суть глобального подхода.

Преобразованная матрица плотности (11) удовле-
творяет уравнению динамики, аналогичному (3), за-
писанному в картине Дирака:

i~
∂

∂t
ρ(t) =

[

V Eff (t), ρ
]

, (15)

V Eff (t) = e−iS(t)Vini(t)e
iS(t) − i~e−iS(t) ∂

∂t
eiS(t).

Чтобы получить эффективный гамильтониан
V Eff (t), отвечающий (14), разложим генератор
суммарного унитарного преобразования в ряды по
константам связи:

S(t) = S(1,0,0)(t) + S(0,1,0)(t)+

+ S(0,0,1)(t) + S(2,0,0)(t) + ..., (16)

Левый верхний индекс в скобке индексов указывает
на порядок разложения генератора в ряд по кон-
станте взаимодействия с когерентным полем (1).

Средний и правый индексы обозначают порядки по
константам связи α и β операторов Wα(t) и Wβ(t)
соответственно.

Говоря об эффективном гамильтониане, получен-
ном в результате разложения, аналогичному (16),

V Eff (t) = V (1,0,0)(t) + V (0,1,0)(t)+

+ V (0,0,1)(t) + V (1,1,0)(t) + V (1,0,1)(t)+

+ V (0,1,1)(t) + V (2,0,0)(t) + ..., (17)

под собственно эффективным гамильтонианом по-
нимаем лишь конечное число слагаемых ряда (17)
и говорим при этом об эффективном гамильтони-
ане соответствующего порядка. Требования АРТВ
применительно к ряду (17) означают, что все слага-
емые V (i,j,k)(t) медленно меняются во времени.

Отметим простые утверждения о структуре чле-
нов ряда (17). Величины V (0,j,k)(t) являются диаго-
нальными и отвечают соответствующим слагаемым
в разложении диагонального оператора THoscT

†.
При этом V (0,1,0)(t) = V (0,0,1)(t), независимо от
условия резонанса, т. к. в операторах Wα(t) и Wβ(t)
нет медленно меняющихся во времени слагаемых.
В случае резонансов типа ωcl ≈ Ωn+1,n имеем
V (1,0,0)(t) 6= 0. Для резонанса ωcl ≈ Ωn+p,n,
p > 1, необходимо требовать выполнения равенства
V (1,0,0)(t) = 0. Это значит, что при ωcl ≈ Ωn+p,n,
p > 1, первыми отличными от нуля слагаемыми
ряда (17) будут V (1,1,0)(t) 6= 0 и V (1,0,1)(t) 6= 0.
Указанные равенства и требования определяют вид
соответствующих слагаемых S(i,j,k)(t) генератора
преобразования и в дальнейшем определяют сле-
дующие порядки эффективных операторов. Неза-
висимо от условий резонанса, всегда будут отлич-
ными от нуля слагаемые V (2,0,0)(t) 6= 0, которые
представляют собой сдвиги энергетических уров-
ней. Эти слагаемые в случае двухуровневой систе-
мы называют сдвигом Блоха–Сигерта [3], а так-
же штарковскими сдвигами уровней [3] при про-
извольном числе уровней. В случае многоуровне-
вого атома штарковские сдвиги превалируют над
сдвигами Блоха–Сигерта, поскольку много уровней
многоуровнего атома участвуют в формировании
V (2,0,0)(t) [3]. В случае ангармонического осцил-
лятора следует, однако, говорить о сдвигах типа
Блоха–Сигерта, поскольку лишь уровни, соседние
с резонансными уровнями, дают вклад в V (2,0,0)(t).

Общие факты относительно ряда для эффектив-
ного оператора дипольного момента. Разложение
(16) приводит выражение для эффективного опера-
тора дипольного момента ангармонического осцил-
лятора dEff (t) = e−iS(t)dosc(t)e

iS(t) к виду

dEff (t) ≈ dosc(t)− i
[

S(1,0,0)(t), dosc(t)
]

−

− i
[

S(0,1,0)(t), dosc(t)
]

− i
[

S(0,0,1)(t), dosc(t)
]

. (18)

При этом члены выражения (18)

−i
[

S(0,1,0)(t), dosc(t)
]

− i
[

S(0,0,1)(t), dosc(t)
]

со-
держат диагональные слагаемые, которые сви-
детельствуют о наличии у ангармонического
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осциллятора постоянного дипольного момента.
Он существует независимо от взаимодействия
с когерентной волной и в поле когерентной волны
приводит к таким физическим эффектам, как
генерация гармоник, «выпрямления» излучения
[10, 11].

Для первых слагаемых ряда (17) нетрудно полу-
чить [3]:

V (1,0,0)(t) = Vint(t)
′

,

∂S(1,0,0(t)

∂t
= − 1

~
Vint(t)

′′

,
∂S(0,1,0(t)

∂t
= − 1

~
Wα(t)

′′

,

∂S(0,0,1(t)

∂t
= − 1

~
Wβ(t)

′′

.

V (2,0,0)(t) = − i

2

[

S(1,0,0)(t), Vint(t)
]
′

,

V (1,1,0)(t) = − i

2

[

S(1,0,0)(t),Wα(t)
]
′

−

− i

2

[

S(0,1,0)(t), Vint(t)
]
′

, (19)

V (1,0,1)(t) = − i

2

[

S(1,0,0)(t),Wβ(t)
]
′

−

− i

2

[

S(0,0,1)(t), Vint(t)
]
′

... (20)

Здесь использованы стандартные обозначения
медленно и быстро меняющихся слагаемых по срав-
нению с экспонентой exp(±iωclt) посредством одно-
го и двух штрихов.

Независимо от условий резонанса можно счи-
тать, что

S(1,0,0)(t) = − g

i~
Σ

′′

n

(Ecldn−1,n exp(−iωclt− iΦ)

−ωcl +Ωn−1,n
+

E∗
cldn−1,n exp(iωclt+ iΦ)

ωcl +Ωn−1,n

)√
neiΩn−1,nt|En−1〉〈En|+H.c.

(21)
Два штриха у знака суммы означают отсутствие

в сумме медленно меняющихся во времени слагае-
мых. Это также означает отсутствие расходящихся
знаменателей в (21) [3].

Для «обычного» однофотонного резонанса

ωcl ≈ Ωn+1,n

эффективный оператор взаимодействия с когерент-
ным полем представляет собой Vint(t)

′

:

V Eff (t) = g
(

E∗
cl exp

(

i(ωcl − Ωn+1,n)t+ iΦ
)

×

×
√
n+ 1|En〉〈En+1|+H.c. (22)

Нулевой порядок эффективного дипольного момен-
та совпадает с исходным оператором дипольного
момента

dEff (t) = dosc(t) = −gc(t) +H.c. (23)

Чтобы описать резонансы ωcl ≈ Ωn+p,n, p > 1
воспользуемся аддитивной структурой ряда (17):
присутствуют V (1,1,0)(t) и V (1,0,1)(t), определяемые
формулами (19) и (20) одинакового вида, отличаю-
щиеся лишь заменой Wα(t) на Wβ(t). Это позволяет
ввести модель «внутренней» нелинейности и в ее
терминах описать V (1,1,0)(t) и V (1,0,1)(t), а также
слагаемые эффективного оператора дипольного мо-
мента.

3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЙ МОДЕЛЬНЫЙ
ГАМИЛЬТОНИАН «ВНУТРЕННЕЙ»

НЕЛИНЕЙНОСТИ

Чтобы описать вклад в динамику квантового ос-
циллятора разного рода ангармонизмов, удобно вве-
сти следующую вспомогательную модель «внутрен-
ней нелинейности» ангармонического осциллятора.

Предполагаем, что с учетом выше сказанного су-
ществует диагональная часть общего гамильтони-
ана, которая определяет переход к картине Дира-
ка и обеспечивает неэквидистантность спектра. То-
гда для учета разного рода «ангармонизмов» мож-
но ввести оператор внутренней нелинейности V [p,χ]

порядка p и константы связи χ. В картине Дирака

V [p,χ](t) = ~χΩc

(

cpϕp(N) exp
(

iΩn−p,nt
)

+H.c.
)

.

(24)

Здесь Ωm,n =
(

Em − En

)

/~, где En — энергия

состояния осциллятора с n возбуждениями и уче-
том всех диагональных элементов от ангармониз-
ма, ϕp(N) — некоторая операторозначная функция
(в формуле (24) N = n, p — натуральное число).
При учете диагональных слагаемых ангармонизма
вида αx3 + βx4 имеем:

En = ~Ωc

[

n+ 6β(n+ n2)
]

,

Ωn+p,n = Ωc

(

p+ 6β(2n+ 1)p+ 6βp2
)

.
(25)

Оператор (24) служит «кирпичиком» для учета
разного рода нелинейностей в ангармоническом ос-
цилляторе. С помощью оператора V [p,χ] перепишем
недиагональную часть гамильтониана ангармони-
ческого осциллятора. Поскольку для ангармонизма
вида αx3 + βx4

Hosc−Non−D = Wα +Wβ ,

Wα = ~αΩc

(

(3cN + c3) +H.c.
)

,

Wβ = ~βΩc

(

(c4 − 2c2 + 4c2N) +H.c.
)

,

(26)

операторы Wα и Wβ , в картине Дирака можно за-
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писать так:

Wα(t) = V [1,α](t) + V [3,α](t),

Wβ(t) = V [2,β](t) + V [4,β](t),

ϕ1(n) = 3n, ϕ2(n) = 4n− 2,

ϕ3(n) = 1, ϕ4(n) = 1.

(27)

В случае когда первоначально заселен только
нижний энергетический уровень ангармонического
осциллятора, при взаимодействии с ультракорот-
кими импульсами когерентного поля (1) исходный
гамильтониан вспомогательной модели представим
в картине Дирака в виде:

W [p,χ](t) = Vint(t) + V [p,χ](t).

При этом Vint(t) определен в предыдущем разде-
ле (выражение за формулой (13)), а переход к кар-
тине Дирака по-прежнему определяется операто-
ром Hosc−D.

Построение АРТВ для вспомогательной модели
состоит в разложении генератора преобразований
(10) в ряд по константам связи g и χ:

S(t) = S(1,0)(t) + S(0,1)(t) + S(1,1)(t) + S(2,0)(t) + ...

Как и ранее, левый верхний индекс отвечает поряд-
ку по константе связи с когерентным полем. Другой
верхний индекс отвечает порядку по константе χ.

Оператор S(1,0)(t) имеет вид (21). Оператор
S(0,1)(t) в предположении адиабатического включе-
ния нелинейности получается из уравнения

∂S(0,1)(t)

∂t
= − 1

~
V [p,χ](t)

в виде

S(0,1)(t) =

= −iχΩcΣ
∞
n=p

√

n(n− 1)...(n− p+ 1)ϕp(n)

Ωn−p,n

×

× |En−p〉〈En|eiΩn−p,nt +H.c. (28)

Оператор V (1,1)(t) находится из уравнения, ана-
логичного (19), (20):

V (1,1)(t) = − i

2

[

S(1,0)(t), V [p,χ](t)
]
′

−

− i

2

[

S(0,1)(t), Vint(t)
]
′

. (29)

Из вычислений следует, что есть два типа кванто-
вых переходов в модели. Чтобы конкретизировать
выражение V (1,1)(t), необходимо принять то или
иное условие резонанса. Рассмотрим типичные слу-
чаи, для которых V (1,0)(t) = 0 согласно (22). Тогда
рассматриваемые ниже случаи будут давать пер-
вый неисчезающий порядок в разложении эффек-
тивного гамильтониана

Пусть ωcl ≈ Ω2,0. Тогда возможны два типа опти-
чески индуцированных переходов E0 ↔ E2.

Первый тип связан с p = 1:

V (1,1)(t) = gχ
√
2E∗

cl exp
(

i(ωcl − Ω2,0)t+ iΦ
)

×

×
(

ϕ1(2)− ϕ1(1)
)

|E0〉〈E2|+H.c.

Второй тип связан с p = 3:

V (1,1)(t) = gχ
√
3ϕ3(3)|E0〉〈E2|×

× E∗
cl exp

(

i(ωcl − Ω2,0)t+ iΦ
)

+H.c.

Первому типу можно сопоставить двухкванто-
вый переход в атоме, только теперь один квант бе-
рется из электромагнитного взаимодействия с од-
ноквантовым переходом, а другой квант берется
из «внутренней нелинейности». В результате осу-
ществляется поглощение кванта ωcl ≈ Ω2,0 и пере-
ход с уровня |E0〉 на уровень |E2〉. При втором ти-
пе можно говорить об аналогии с комбинационным
резонансом, когда берется три кванта «внутренней
нелинейности» и рождается квант электромагнит-
ного взаимодействия. В результате осуществляет-
ся поглощение кванта ωcl ≈ Ω2,0 и переход с уров-
ня |E0〉 на уровень |E2〉 как бы через промежуточ-
ный виртуальный более высокий уровень, чем |E2〉.
Этим уровнем служит |E3〉, и он определяет мат-
ричные элементы, учитываемые в вычислениях.

Пусть ωcl ≈ Ω3,0. Тогда возможны два типа опти-
чески индуцированных переходов E0 ↔ E3.

Первый тип связан с p = 2:

V (1,1)(t) =
g

2
χ
√
6E∗

cl exp
(

i(ωcl − Ω3,0)t+ iΦ
)

×

×
(

ϕ2(3)− ϕ2(2)
)

|E0〉〈E3|+H.c.

Второй тип связан с p = 4:

V (1,1)(t) = −gχ
√
6ϕ3(3)E∗

cl exp
(

i(ωcl−Ω3,0)t+iΦ
)

×
× ϕ4(4)|E0〉〈E3|+H.c.

Здесь также можно говорить об аналогии с мно-
гофотонным резонансом в атоме. Теперь перво-
му типу можно сопоставить трехквантовый пере-
ход в атоме, только теперь один квант берется из
электромагнитного взаимодействия с однокванто-
вым переходом, а два кванта берутся из «внутрен-
ней нелинейности». В результате осуществляется
поглощение кванта ωcl ≈ Ω3,0 и переход с уровня
|E0〉 на уровень |E3〉. При втором типе можно гово-
рить об аналогии с комбинационным резонансом,
когда берется четыре кванта «внутренней нелиней-
ности» и рождается квант электромагнитного вза-
имодействия. В результате осуществляется погло-
щение кванта ωcl ≈ Ω3,0 и переход с уровня |E0〉
на уровень |E2〉 как бы через виртуальный, более
высокий уровень, чем |E3〉. Указанные аналогии по-
могают в вычислениях, контролируя корректность
написания того или иного члена.
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Наконец, пусть ωcl ≈ Ω4,0. Возможны следую-
щие два типа оптически индуцированных перехо-
дов E0 ↔ E4.

Первый тип связан с p = 3:

V (1,1)(t) =
g

3
χ
√
24
(

ϕ3(4)− ϕ3(3)
)

×

× E∗
cl exp

(

i(ωcl − Ω4,0)t+ iΦ
)

|E0〉〈E4|+H.c.

Второй тип связан с p = 5:

V (1,1)(t) = −gχ
√
4!E∗

cl exp
(

i(ωcl − Ω4,0)t+ iΦ
)

×
× ϕ5(5)|E0〉〈E4|+H.c.

В рассматриваемом примере ангармонизма вида
αx3 + βx4 операторы V (1,1)(t) = 0 и для случая
p = 3, и для случая p = 5.

Таким образом, проведенный анализ модельного
гамильтониана (24) позволяет сделать вывод о воз-
можных резонансах при взаимодействии с когерент-
ным полем (1). Для ангармонизма вида αx3 + βx4

возможны только три резонанса при переходе с ос-
новного состояния ангармонического осциллятора
на возбужденные состояния. Это ωcl ≈ Ω1,0, ωcl ≈
Ω2,0 и ωcl ≈ Ω3,0. Представление (27) позволяет для
всех указанных случаев получить первые прибли-
жения для эффективных операторов резонансного
взаимодействия. Видим, что резонансный кванто-
вый переход E0 ↔ E2 в ангармоническом осцилля-
торе определяется лишь нелинейностью вида αx3,
тогда как резонансный квантовый переход E0 ↔ E3

определяется нелинейностью βx4.
Для слагаемого эффективного дипольного мо-

мента −i
[

S(0,1), dosc(t)
]

также имеем различные ре-
зультаты в зависимости от резонанса и значения
параметра p.

Для ωcl ≈ Ω2,0 и p = 1:

− i
[

S(0,1), dosc(t)
]

=

= −gχ
(

ϕ1(2)− ϕ1(1)
)√

2|E0〉〈E2| exp
(

iΩ0,2t
)

−

− gχϕ1(1)
(

|E1〉〈E1| − |E0〉〈E0|
)

+H.c.

Для ωcl ≈ Ω3,0 и p = 2:

− i
[

S(0,1), dosc(t)
]

= gχϕ2(2)×

×
√

3

2
|E0〉〈E3| exp

(

iΩ0,3t
)

+H.c.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Различные модели одномерного осциллятора, не
говоря уже о двумерном, постоянно привлекают
внимание исследователей. Много работ посвящено

спектрам, отвечающим самым разнообразным по-
тенциалам ([13, 14] и ссылки там). Однако, что каса-
ется оптических задач, то, если оставить в стороне
рассмотрение неэрмитовых гамильтонианов, основ-
ная масса работ имеет дело с гамильтонианами,
сходными с изученными в данной статье [15–20].
В работах [16] (и ссылки там) изучалось многофо-
тонное возбуждение осциллятора, в том числе мно-
гофотонный резонанс в среде с керровской нели-
нейностью рассмотрен в работе [17] при учете мо-
дельной нелинейности высших порядков и картины
классического фазового портрета. Однако исследо-
вания возможных условий одноквантового резонан-
са в таких работах не проводились, за исключением
[6, 9]. По сравнению с работами [6, 9] в данной ста-
тье рассмотрены новые случаи резонанса. При этом
акцент сделан на обосновании применения АРТВ
и месте метода в контекстах глобального и локаль-
ного подходов теории открытых квантовых систем.

Проведенное исследование позволяет сформули-
ровать отличие резонанса в атомной системе от
резонанса в ангармоническом осцилляторе следую-
щим образом. В случае атомной системы энергия
взаимодействия атома с внешним когерентным по-
лем считалась меньшей и много меньшей внутри-
атомных энергий взаимодействия, поэтому сначала
«внутри» атома устанавливается стационарное со-
стояние, описывающееся диагональным гамильто-
нианом, а потом во внешнем поле осуществляются
переходы между этими состояниями. В случае ан-
гармонического осциллятора неявно полагали, что
энергия взаимодействия с когерентным полем по-
рядка или больше ангармонизма, поэтому взаимо-
действие с когерентным полем учитывали наряду
с внутриосцилляторными взаимодействиями, что
и послужило основой использования разложения
(16) и (17).

Заметим, что при исследовании задач, связанных
с ангармоническими осцилляторами, например [20],
сходный с АРТВ подход называют канонической
теорией возмущений Ван Флека. В работе [7] ука-
зано на отличие нашего подхода и подчеркнута ве-
дущая роль АРТВ в задачах о резонансном взаи-
модействии оптических когерентных полей с кван-
товыми системами. При этом все известные дру-
гие методы — метод Флоке [21], метод Магнуса
[22], теория эквивалентности дифференциальных
структур [23], как и метод АРТВ, восходят к ка-
либровочным преобразованиям и уравнениям Кем-
пбелла–Бейкера–Хаусдорфа [7]. Выше мы, по сути,
применили своеобразный синтез глобального и ло-
кального подходов и показали, что АРТВ позволя-
ет элементы глобального подхода естественно учи-
тывать в рамках резонансной теории возмущений
(при указанных соотношениях между константами
связи). При этом ведущее правило отбора слагае-
мых АРТВ отличается от других методов и состоит
в требовании наличия только медленно меняющих-
ся во времени слагаемых в эффективном гамильто-
ниане в картине Дирака.
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Anharmonic quantum oscillator as a model of resonant optics
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The peculiarities of the theory of resonant interactions of electromagnetic coherent fields with an anharmonic
oscillator in comparison with the case of a multilevel atom are emphasized. It is shown that within the
framework of the local approach, algebraic resonance perturbation theory, it is possible to take into account
the requirements of the global approach of the theory of open quantum systems. Based on an auxiliary model
of the "internal nonlinearity"of an anharmonic oscillator, the possible conditions of resonance of a coherent
wave with an anharmonic oscillator with the absorption of a single photon are analyzed.
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