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В работе описано аналитическое вычисление спиральных амплитуд жесткого фотонного
и глюонного тормозного излучений с использованием спинорного формализма для процессов
типа 𝑞𝑞 → 𝑔𝛾 и 𝑞𝑔 → 𝑞𝛾. Представленные амплитуды выражены через бивекторы напряжён­
ности. При этом учитывается зависимость от спиральностей и масс всех частиц. Выполнены
численные расчеты для процесса аннигиляции пары кварков 𝑐𝑐 при энергиях 24, 91 и 500 ГэВ
в системе центра масс с учетом различных комбинаций спиральностей кварков и фотона в ко­
нечном состоянии. Исследование является частью разрабатываемой теоретической поддержки
для анализа поляризованных наблюдаемых при столкновениях протонов на коллайдере NICA,
основанной на системе SANC.
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ВВЕДЕНИЕ

Nuclotron-based Ion Collider fAcility (NICA) [1] —
коллайдер, позволяющий проводить исследования
поляризованных протон-протонных столкновений
с энергией

√
𝑠 = 24− 27 ГэВ в системе центра масс.

в такой области энергий малоизученными остаются
поляризованные функции распределения глюонов.
Оценка эффектов поляризации в протон-протонных
реакциях должна быть проведена с максимально вы­
сокой точностью, поскольку лишь небольшая часть
партонов поляризована, следовательно, отношение
сигнала к фону обычно составляет всего несколько
процентов. Наиболее подходящими процессами для
изучения поляризованных глюонных распределе­
ний являются процессы рождения прямых фотонов.
Прямые фотоны образуются в результате процессов
аннигиляции кварков и антикварков и кварк-глю­
онного комптоновского рассеяния:

𝑞(𝑝1, 𝜒1)𝑞(𝑝2, 𝜒2) → 𝑔(𝑝3, 𝜒3)𝛾(𝑝4, 𝜒4)(𝛾/𝑔(𝑝5, 𝜒5)),

𝑞(𝑝1, 𝜒1)𝑔(𝑝2, 𝜒2) → 𝑞(𝑝3, 𝜒3)𝛾(𝑝4, 𝜒4)(𝛾/𝑔(𝑝5, 𝜒5)),

(1)

где 𝑞(𝑞) — кварк (антикварк), 𝛾 — фотон, 𝑔 — глюон,
𝑝𝑖 и 𝜒𝑖 (𝑖 = 1 ... 5) — импульс и спиральность со­
ответственно. Прямые фотоны несут информацию
непосредственно о процессе жесткого рассеяния, что
делает их особенно ценными для анализа. Соответ­
ствующие события характеризуются высокой чи­
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стотой, поскольку энергетическое разрешение элек­
тромагнитных калориметров обычно превосходит
разрешение адронных калориметров, а следователь­
но, систематические ошибки меньше.

Теоретическое описание образования прямых фо­
тонов в адронных столкновениях для неполяризо­
ванного случая выполнено во многих работах. На­
пример, радиационные поправки в следующем за
ведущим порядком в пертурбативной КХД были
описаны в [2–4]. Работы [5, 6] являются самыми
обширными и насыщенными библиографией. Они
включают в себя сравнение теоретических предска­
заний с экспериментальными данными, а также кри­
тическую оценку различных источников теорети­
ческой неопределенности. Поляризованный случай
наиболее полно описан в работе [7].

Оценка наблюдаемых в лидирующем порядке тео­
рии возмущений для продольно поляризованных
протон-протонных столкновений на RHIC [8–10] про­
водилась Монте-Карло генератором Sphinx [11–13].
Глюонные распределения в протоне фитировались
как на RHIC [14], так и на HERA [15].

Ранее уже были выполнены расчеты поляризо­
ванных наблюдаемых на борновском уровне [16–19]
для процессов рождения прямых фотонов на NICA.

На сегодняшний день на базе Монте-Карло (МК)
генератора ReneSANCe [20–22] возможен анализ по­
ляризованных наблюдаемых для процессов (1) на
борновском уровне с учетом продольной поляриза­
ции. Нашим первым шагом был анализ поляризо­
ванных наблюдаемых, а также всесторонняя пере­
крестная проверка с существующими сторонними
кодами. Результаты были представлены на рабо­
чем совещании коллаборации SPD и конференции
AYSS-2024 [23, 24], с программой Sphinx было до­
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стигнуто полное согласие и найдено расхождение
с работами [18, 19]. в них были обнаружены ошиб­
ки, которые авторы исправили после тщательного
сравнения с нашими результатами.

Радиационные поправки включают вычисление
однопетлевых амплитуд, их перенормировку, регу­
ляризацию инфракрасных расхождений и объедине­
ние вкладов виртуального и реального излучения.
Полное однопетлевое сечение процесса можно раз­
делить на четыре компоненты: борновское сечение,
вклад виртуальных (петлевых) поправок и вкла­
ды реальных поправок, соответствующих мягкому
и жесткому фотонному (глюонному) излучениям.

В этой работе представлено описание аналитиче­
ских вычислений вклада жесткого глюонного (фо­
тонного) тормозного излучения и проверка полу­
ченного результата для процесса аннигиляции пары
𝑐𝑐 → 𝑔𝛾𝑔.

В SANC каждый вклад описывается с помощью ме­
тода спиральных амплитуд, что чрезвычайно удоб­
но для учета поляризации начального и конечного
состояний. Для нахождения ковариантных выра­
жений спиральных амплитуд виртуального вклада
используется внутренняя процедура системы SANC
[25] на основе подхода Вега–Вудки [26]. Однако для
вклада жесткого тормозного излучения использует­
ся спинорный формализм [27–29].

Содержание работы состоит из трех разделов. По­
сле Введения в разделе 2 подробно освещен спо­
соб аналитического вычисления амплитуды жестко­
го тормозного излучения в спинорном формализме
для процесса 𝑞𝑞𝑔𝛾(𝑔) → 0. Численные результаты
представлены в разделе 3. Выводы представлены
в Заключении.

1. ТОРМОЗНОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ

Как было упомянуто выше, для вычисления кова­
риантных выражений спиральных амплитуд тормоз­
ного излучения в работе используется спинорный
формализм, описанный в [30], который позволяет по­
лучить матричные элементы для массивных частиц.
Данная техника в качестве дополнительного источ­
ника упрощения матричных элементов использует
свойства симметрии калибровочных теорий. Кова­
риантная форма удобна по нескольким причинам.
Во-первых, вектор поляризации калибровочного бо­
зона не является ковариантным объектом, тогда как
бивектор напряженности поля F — является. По­
этому ожидается, что матричные элементы будут
выглядеть проще при выражении их через бивекто­
ра напряженности поля. Во-вторых, такая форма
численно более устойчива благодаря отсутствию
сильных численных сокращений.

Традиционно в SANC расчет исследуемого процес­
са производится через аннигиляцию в вакуум

5∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 = 0,

и далее, с помощью кроссинг-симметрии, можно
получить интересующий нас канал. Используя усло­
вие равенства нулю суммы импульсов, исследуемые
процессы (1) можно представить в виде:

𝑞(𝑝1, 𝜒1) + 𝑞(𝑝2, 𝜒2) + 𝑔(𝑝3, 𝜒3) + 𝛾(𝑝4, 𝜒4)

+ (𝛾/𝑔)(𝑝5, 𝜒5) → 0.
(2)

Таким образом мы охватываем оба случая тормоз­
ного излучения: с участием тормозного фотона или
тормозного глюона.

Рассмотрим случай процесса (2) с тормозным глю­
оном. На рис. 1 представлена одна из диаграмм
этого процесса, где стрелками показано направле­
ние импульсов, а индексы a и c соответствуют раз­
личным глюонам, в то время как индексы k и j
обозначают цвета кварка и антикварка.

α µ β

1, j 2, k

4 5, c 3, a

Рис. 1. Одна из диаграмм процесса (2). Индексы c и a
соответствуют различным глюонам, j и k — цвета анти­
кварка и кварка. Вершинные индексы: 𝛼, 𝛽, 𝜇

1 2

4 5 3

1 2

4 3 5

1 2

5 4 3

1 2

3 5 4

1 2

3 4 5

1 2

5 3 4

Рис. 2. Часть диаграмм для процесса с тормозным глюо­
ном или полный набор диаграмм для процесса (2) с тор­
мозным фотоном 𝑔(𝑝5, 𝜒5) → 𝛾(𝑝5, 𝜒5)

Полный набор диаграмм для процесса (2) пред­
ставлен на рис. 2 и 3. в случае когда вместо глюо­
на излучается тормозной фотон, необходим только
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Рис. 3. Диаграммы с трехглюонной вершиной для про­
цесса (2) с тормозным глюоном

набор диаграмм, представленный на рис. 2, с заме­
ной глюона 𝑔(𝑝5, 𝜒5) на фотон 𝛾(𝑝5, 𝜒5), поскольку
трехфотонная вершина в Стандартной модели от­

сутствует. Амплитуда излучения тормозного фотона
𝒜𝛾 (4) состоит из шести слагаемых в соответствии
с шестью перестановками двух фотонов и одного
глюона.

В свою очередь, амплитуда излучения тормозного
глюона 𝒜𝑔 (3) состоит из двух вкладов 𝒜𝑔

𝑎𝑐 и 𝒜𝑔
𝑐𝑎,

в которых

𝑝𝑖𝑗... = /𝑝𝑖 +𝑚𝑖 + /𝑝𝑗 +𝑚𝑗 + ...,

𝑝𝑖𝑗... = /𝑝𝑖 −𝑚𝑖 + /𝑝𝑗 −𝑚𝑗 + ...,

𝑒 — заряд позитрона, 𝑄 — заряд кварка (антиквар­
ка), 𝑔𝑠 — константа сильной связи. Для их явного
выделения было использовано антикоммутативное
соотношение матриц Гелл-Манна [𝑡𝑎, 𝑡𝑐] = 𝑖𝑓𝑎𝑐𝑏𝑡𝑏.

𝒜𝑔 = (𝑒𝑄)𝑔2𝑠(𝒜𝑎𝑐 +𝒜𝑐𝑎),

𝒜𝑎𝑐 = −𝑖(𝑡𝑎𝑡𝑐)𝑗𝑘𝑣1

(︃
/𝜀3

1

𝑝245
/𝜀4

1

𝑝25
/𝜀5 + /𝜀3

1

𝑝245
/𝜀5

1

𝑝24
/𝜀4 + /𝜀4

1

𝑝235
/𝜀3

1

𝑝25
/𝜀5−

−𝛾𝛼
1

𝑝2241

[︀
(𝑝3 − 𝑝241)

𝜈𝑔𝛼𝜌 + (𝑝241 − 𝑝5)
𝜌𝑔𝛼𝜈 + (𝑝5 − 𝑝3)

𝛼𝑔𝜈𝜌
]︀
𝜀3,𝜌𝜀5,𝜈

1

𝑝24
/𝜀4−

−/𝜀4
1

𝑝14
𝛾𝛽

1

𝑝2241

[︀
(𝑝241 − 𝑝3)

𝜈𝑔𝛽𝜌 + (𝑝5 − 𝑝241)
𝜌𝑔𝛽𝜈 + (𝑝3 − 𝑝5)

𝛽𝑔𝜈𝜌
]︀
𝜀3,𝜌𝜀5,𝜈

)︃
𝑢2,

𝒜𝑐𝑎 = −𝑖(𝑡𝑐𝑡𝑎)𝑗𝑘𝑣1

(︃
/𝜀5

1

𝑝234
/𝜀4

1

𝑝23
/𝜀3 + /𝜀5

1

𝑝234
/𝜀3

1

𝑝24
/𝜀4 + /𝜀4

1

𝑝235
/𝜀5

1

𝑝23
/𝜀3+

+𝛾𝛼
1

𝑝2241

[︀
(𝑝3 − 𝑝241)

𝜈𝑔𝛼𝜌 + (𝑝241 − 𝑝5)
𝜌𝑔𝛼𝜈 + (𝑝5 − 𝑝3)

𝛼𝑔𝜈𝜌
]︀
𝜀3,𝜌𝜀5,𝜈

1

𝑝24
/𝜀4+

+/𝜀4
1

𝑝14
𝛾𝛽

1

𝑝2241

[︀
(𝑝241 − 𝑝3)

𝜈𝑔𝛽𝜌 + (𝑝5 − 𝑝241)
𝜌𝑔𝛽𝜈 + (𝑝3 − 𝑝5)

𝛽𝑔𝜈𝜌
]︀
𝜀3,𝜌𝜀5,𝜈

)︃
𝑢2,

(3)

𝒜𝛾 = (𝑒𝑄)2𝑔𝑠𝑖𝑡
𝑎
𝑗𝑘𝑣1

(︃
/𝜀4

1

𝑝235
/𝜀5

1

𝑝23
/𝜀3 + /𝜀4

1

𝑝235
/𝜀3

1

𝑝25
/𝜀5 + /𝜀5

1

𝑝234
/𝜀4

1

𝑝23
/𝜀3+

+ /𝜀3
1

𝑝245
/𝜀5

1

𝑝24
/𝜀4 + /𝜀3

1

𝑝245
/𝜀4

1

𝑝25
/𝜀5 + /𝜀5

1

𝑝234
/𝜀3

1

𝑝24
/𝜀4

)︃
𝑢2. (4)

Для приведения амплитуд 𝒜𝑔 (3) и 𝒜𝛾 (4) к ви­
ду, содержащему бивекторы напряженности поля,
необходимо перегруппировать слагаемые так, чтобы
остались только импульсы 𝑝𝑖,𝜇 и явно калибровочно­
ковариантные антисимметричные тензоры 𝐹𝑖,𝜇𝜈 , ко­
торые естественным образом могут быть выражены
как элементы алгебры Клиффорда матриц Дирака
путем свертки с 𝛾[𝜇𝛾𝜈] = 𝛾𝜇 ∧ 𝛾𝜈 :

F𝑖 ≡ 𝐹𝑖,𝜇𝜈𝛾
𝜇𝛾𝜈 = /𝑝𝑖 ∧ /𝜀𝑖 = /𝑝𝑖/𝜀𝑖. (5)

Нетрудно проверить, что бивекторы напряженности
F𝑖 сохраняют свою структуру относительно преоб­
разования /𝜀 → /𝜀 + 𝐶/𝑝.

В случае КЭД тензор 𝐹𝑖,𝜇𝜈 есть не что иное, как
электромагнитный тензор. в нашем же случае он
соответствует части глюонного тензора

𝐹𝑖,𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑡𝑎𝐴
𝑎
𝑖,𝜈 − 𝜕𝜈𝑡𝑎𝐴

𝑎
𝑖,𝜇,

которая является инвариантной только относитель­
но абелевой подгруппы калибровочных преобразова­
ний. После перехода к импульсному представлению
зависимость от цвета будут нести только матрицы
𝑡𝑎, а выражение для бивектора F𝑖 будет в точности
совпадать с 5). в свою очередь, оставшаяся часть
глюонного тензора

𝐺𝑖,𝜇𝜈 = 𝑖𝑔𝑠[𝑡𝑏, 𝑡𝑐]𝐴
𝑏
𝑖,𝜇𝐴

𝑐
𝑖,𝜈

выражается через коммутаторы бивекторов F𝑖 при
перегруппировке слагаемых амплитуды.

Для задания векторов поляризации глюонов и фо­
тонов можно использовать аксиальную калибровку.
Это не противоречит тому, что сама амплитуда была
получена в калибровке Фейнмана, так как физиче­
ские поляризационные состояния от выбора калиб­
ровки не зависят. Глюоны и фотоны в рассматривае­
мом случае безмассовые, поэтому имеется лишь два
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физических состояния для каждого безмассового
бозона, которые с учетом аксиальной калибровки
удовлетворяют условиям (𝑝𝑖𝜀𝑖) = 0 и (𝑔𝜀𝑖) = 0, где
𝑔𝜇 — калибровочный вектор. Решая эту систему
уравнений относительно 𝜀𝑖 вместе с условием нор­
мировки (𝜀𝑖𝜀

⋆
𝑗 ) = −𝛿𝑖𝑗 , получим вектор поляризации

в аксиальной калибровке:

/𝜀𝑖 =
⧼/𝑔F𝑖⧽1
(𝑔𝑝𝑖)

, ⧼𝐺⧽1 ≡ Tr[𝐺𝛾𝜇]𝛾𝜇,

/𝜀𝑖(𝑔1)− /𝜀𝑖(𝑔2) = −
Tr[/𝑔1/𝑔2F𝑖]

(𝑔1𝑝𝑖)(𝑔2𝑝𝑖)
/𝑝𝑖, Tr =

1

4
Tr .

Изменение вектора 𝑔 приводит к калибровочному
преобразованию.

Как мы увидим далее, амплитуды будут состоять
из слагаемых, пропорциональных F𝑖, F𝑖F𝑗 , F𝑖F𝑗F𝑘

и скалярной части 𝒮. Для их построения необходи­
мо выделить в амплитуде пару векторов импульса
и поляризации /𝑝𝑖/𝜀𝑖 = F𝑖.

В качестве примера рассмотрим первое слагаемое
амплитуды 𝒜𝑎𝑐. После стандартного преобразова­
ния получим:

/𝜀3
𝑝245

𝑝2245 −𝑚2
/𝜀4

𝑝25
𝑝225 −𝑚2

/𝜀5,

где образовались необходимые нам пары векторов
𝑝245/𝜀4 и 𝑝25/𝜀5. Из этих пар в дальнейшем будут
выделены соответствующие бивекторы F𝑖. Для /𝜀3
необходимо ввести дополнительный вектор вставкой
единичного слагаемого следующим образом:

𝑣1 =
𝑣1(𝑝1𝑞 + 𝑞𝑝1)

2(𝑝1𝑞)
= − 𝑣1𝑝2𝑝2345

2(𝑝1𝑝2) + 2𝑚2
,

где

𝑝𝑖 = /𝑝𝑖 +𝑚𝑖, 𝑝𝑖 = /𝑝𝑖 −𝑚𝑖,

𝑝𝑖𝑝𝑗 + 𝑝𝑗𝑝𝑖 = 2(𝑝𝑖𝑝𝑗), (𝑝𝑖𝑝𝑗) = (𝑝𝑖𝑝𝑗)−𝑚𝑖𝑚𝑗 .

Такое преобразование дает пару /𝑝1 = −/𝑝2345 с /𝜀3.
Импульс /𝑞 выполняет роль некоего «калибровочно­
го» импульса. Положив его равным /𝑝2, получим, что
скалярная часть амплитуды 𝒮 исчезнет вследствие
применения уравнения Дирака 𝑣1𝒮𝑝2𝑢2 = 0.

Теперь, используя простейшие алгебраические
операции, продемонстрируем, как происходит приве­
дение амплитуды 𝒜𝑎𝑐 (3) к желаемому виду. После­
довательно применяя антикоммутативное соотноше­
ние гамма-матриц и используя уравнение Дирака,
получаем цепочку преобразований для первого сла­
гаемого:

𝑣1𝑝2[/𝑝2345 +𝑚]/𝜀3[/𝑝245 +𝑚]/𝜀4[/𝑝25 +𝑚]/𝜀5𝑢2 =

= 𝑣1𝑝2

[︂
[2(𝑝245𝜀3) + F3]

[︀
F4 + 2(𝑝25𝜀4) + /𝜀4(−/𝑝25 +𝑚)

]︀
[/𝑝25 +𝑚]/𝜀5 − 𝑧245/𝜀3/𝜀4[/𝑝25 +𝑚]/𝜀5

]︂
𝑢2 =

= 𝑣1𝑝2

[︂
[2(𝑝245𝜀3) + F3]

[︂
[2(𝑝25𝜀4) + F4][2(𝑝2𝜀5) + F5]− 𝑧25/𝜀4/𝜀5

]︂
− 𝑧245/𝜀3/𝜀4[2(𝑝2𝜀5) + F5]

]︂
𝑢2,

где

𝑧𝑖...𝑗 = 𝑝𝑖...𝑗 · 𝑝𝑖...𝑗 = 𝑝2𝑖...𝑗 − (𝑚𝑖 + · · ·+𝑚𝑗)
2,

𝑝𝑖...𝑗 = 𝑝𝑖 + ...+ 𝑝𝑗 .

Проделав аналогичные преобразования с остальными слагаемыми, получим следующий вид для проме­
жуточной амплитуды:

𝒜𝑎𝑐 =
𝑖(𝑡𝑎𝑡𝑐)𝑗𝑘𝑣1𝑝2
2(𝑝1𝑝2) + 2𝑚2

(︃
[2(𝑝245𝜀3) + F3]

𝑧245

[︃
[2(𝑝25𝜀4) + F4][2(𝑝2𝜀5) + F5]

𝑧25
− /𝜀4/𝜀5

]︃
−

/𝜀3/𝜀4𝑝25/𝜀5
𝑧25

+

+
[2(𝑝245𝜀3) + F3]

𝑧245

[︃
[2(𝑝24𝜀5) + F5][2(𝑝2𝜀4) + F4]

𝑧24
− /𝜀5/𝜀4

]︃
−

/𝜀3/𝜀5𝑝24/𝜀4
𝑧24

+

+
[2(𝑝235𝜀4) + F4]

𝑧235

[︃
[2(𝑝25𝜀3) + F3][2(𝑝2𝜀5) + F5]

𝑧25
− /𝜀3/𝜀5

]︃
−

/𝜀4/𝜀3𝑝25/𝜀5
𝑧25

−

− 𝑝2345
1

𝑝2241

[︀
((𝑝3 − 𝑝241)𝜀5)/𝜀3 + ((𝑝241 − 𝑝5)𝜀3)/𝜀5 + (/𝑝5 − /𝑝3)(𝜀3𝜀5)

]︀𝑝24
𝑧24

/𝜀4−

− 𝑝2345/𝜀4
𝑝14
𝑧14

1

𝑝2241

[︀
((𝑝241 − 𝑝3)𝜀5)/𝜀3 + ((𝑝5 − 𝑝241)𝜀3)/𝜀5 + (/𝑝3 − /𝑝5)(𝜀3𝜀5)

]︀)︃
𝑢2. (6)
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Из полученного промежуточного вида (6) уже видна часть слагаемых F𝑖F𝑗F𝑘, F𝑖F𝑗 и F𝑖. Другая же
часть неявно содержится в трехглюонной вершине (рис. 3). В процессе приведения амплитуды возникают
подобные разницы пар бивекторов из слагаемых трехглюонной вершины:

−2(𝑝3𝜀5)/𝑝5/𝜀3 + 2(𝑝5𝜀3)/𝑝3/𝜀5 − 2(𝑝3𝑝5)/𝜀3/𝜀5 + (𝜀3𝜀5)[/𝑝5/𝑝3 − /𝑝3/𝑝5] = F3F5 − F5F3 = [F3,F5].

Далее следует собрать слагаемые с одинаковым количеством бивекторов F𝑖F𝑗 и F𝑖 и объединить в Tr
таким образом, чтобы в нем содержался оставшийся бивектор из имеющихся трех.

Для примера рассмотрим как выделить Tr для комбинации бивекторов F4F5 и F3. Собрав все слагаемые
и учитывая, что 𝑧𝑖𝑗𝑘 = 𝑧𝑖𝑗 − 2(𝑝𝑖𝑗𝑝𝑘) и 𝑝245 = −𝑝13, получим следующую цепочку преобразований:

(︃
2(𝑝245𝜀3)

𝑧245𝑧25
+

2(𝑝25𝜀3)

𝑧235𝑧25
+

2(𝑝5𝜀3)

𝑧14𝑧241

)︃
F4F5 =

=

(︃
− 2(𝑝1𝜀3)

𝑧25𝑧13
+

2(𝑝5𝜀3)

𝑧25𝑧235
+

2(𝑝2𝜀3)𝑧35 + 2(𝑝5𝜀3)[𝑧235 − 2(𝑝25𝑝3)]

𝑧25𝑧35𝑧235

)︃
F4F5 =

=

(︃
2(𝑝5𝜀3)𝑧13 − 2(𝑝1𝜀3)𝑧35

𝑧13𝑧25𝑧35
+

2(𝑝2𝜀3)𝑧35 − 2(𝑝5𝜀3)𝑧23
𝑧25𝑧35𝑧235

)︃
F4F5 =

(︃
Tr[/𝑝5/𝑝1F3]

𝑧13𝑧25𝑧35
+

Tr[/𝑝2/𝑝5F3]

𝑧25𝑧35𝑧235

)︃
F4F5.

Для слагаемых с одним F𝑖 процесс получения Tr остается тем же, однако количество слагаемых возрастает
и, как следствие, возрастает сложность в подборе комбинации нужных для выделения Tr. Если учесть, что
Tr[𝑝⧼𝐺⧽1] = 4(𝑝⧼𝐺⧽1) (здесь 𝑝 — произвольный вектор) и 𝑝235 = −𝑝14, тогда для F3 получим:

(︃
2(𝑝25𝜀4)2(𝑝2𝜀5)

𝑧245𝑧25
+

2(𝑝24𝜀5)2(𝑝2𝜀4)

𝑧245𝑧24
+

2(𝑝235𝜀4)2(𝑝2𝜀5)

𝑧235𝑧25
− 2(𝜀4𝜀5)

𝑧245
− 2(𝑝3𝜀5)2(𝑝2𝜀4)

𝑧24𝑧241
− 2(𝑝235𝜀4)2(𝑝3𝜀5)

𝑧14𝑧241

)︃
F3 =

=

(︃
2(𝑝2𝜀5)

𝑧245

[︃
2(𝑝25𝜀4)𝑧24 + 2(𝑝2𝜀4)[𝑧245 − 2(𝑝25𝑝4)]

𝑧24𝑧25

]︃
+

2(𝑝4𝜀5)2(𝑝2𝜀4)

𝑧245𝑧24
+

2(𝑝235𝜀4)2(𝑝2𝜀5)

𝑧235𝑧25
−

−2(𝜀4𝜀5)

𝑧245
− 2(𝑝3𝜀5)2(𝑝2𝜀4)

𝑧24𝑧241
+

2(𝑝1𝜀4)2(𝑝3𝜀5)

𝑧14𝑧241

)︃
F3 =

=

(︃
2(𝑝2𝜀5) Tr[𝑝25𝑝2F4]

𝑧24𝑧25𝑧245
+

2(𝑝2𝜀5)

𝑧25

[︃
2(𝑝2𝜀4)𝑧14 − 2(𝑝1𝜀4)𝑧24

𝑧14𝑧24

]︃
+

2(𝑝4𝜀5)2(𝑝2𝜀4)− 2(𝜀4𝜀5)𝑧24
𝑧24𝑧245

+

+
2(𝑝3𝜀5)

𝑧241

[︃
2(𝑝1𝜀4)𝑧24 − 2(𝑝2𝜀4)𝑧14

𝑧14𝑧24

]︃)︃
F3 =

=

(︃
2(𝑝2𝜀5)Tr[𝑝25𝑝2F4]− 𝑧25 Tr[𝜀5𝑝2F4]

𝑧24𝑧25𝑧245
+

2(𝑝2𝜀5)𝑧35 Tr[𝑝2𝑝1F4]− 2(𝑝3𝜀5)𝑧25 Tr[𝑝2𝑝1F4]

𝑧14𝑧24𝑧25𝑧35

)︃
F3 =

=

(︃
2Tr[𝑝2⧼𝑝2F4⧽1F5]

𝑧24𝑧25𝑧245
+

Tr[𝑝2𝑝3F5] Tr[𝑝2𝑝1F4]

𝑧14𝑧24𝑧25𝑧35

)︃
F3.

Выделив все возможные комбинации F𝑖 и собрав все слагаемые перед одинаковыми комбинациями
бивекторов в Tr, получим следующий вид для амплитуды 𝒜𝑔

𝑎𝑐:
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ФИЗИКА АТОМНОГО ЯДРА И ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ

𝒜𝑎𝑐 =
𝑖(𝑡𝑎𝑡𝑐)𝑗𝑘𝑣1𝑝2
2(𝑝1𝑝2) + 2𝑚2

[︃
F3F4F5

𝑧245𝑧25
+

F3F5F4

𝑧245𝑧24
+

F4F3F5

𝑧235𝑧25
+

F4[F3,F5]

𝑧14𝑧241
+

[F3,F5]F4

𝑧24𝑧241
+

+

(︃
Tr[/𝑝2/𝑝5F3]

𝑧25𝑧35𝑧235
+

Tr[/𝑝5/𝑝1F3]

𝑧13𝑧25𝑧35

)︃
F4F5 +

Tr[/𝑝5/𝑝1F3]

𝑧13𝑧24𝑧35
F5F4 +

(︃
Tr[/𝑝2/𝑝3F5]

𝑧25𝑧241𝑧245
+

Tr[/𝑝3/𝑝1F5]

𝑧24𝑧241𝑧245

)︃
F3F4 +

Tr[/𝑝2/𝑝3F5]

𝑧14𝑧25𝑧35
F4F3+

+

(︃
Tr[/𝑝2/𝑝1F4]

𝑧14𝑧24𝑧245
+

Tr[/𝑝1/𝑝3F4]

𝑧14𝑧25𝑧245

)︃
F3F5 +

Tr[/𝑝2/𝑝1F4]

𝑧14𝑧24𝑧241
[F3,F5] +

(︃
2Tr[/𝑝2⧼/𝑝2F4⧽1F5]

𝑧24𝑧25𝑧245
+

Tr[/𝑝2/𝑝1F4] Tr[/𝑝2/𝑝3F5]

𝑧24𝑧25𝑧35𝑧235

)︃
F3+

+

(︃
2Tr[/𝑝2⧼/𝑝1F3⧽1F5]

𝑧13𝑧35𝑧25
+

2Tr[⧼/𝑝1F3⧽1/𝑝1F5]

𝑧13𝑧35𝑧135
+

2Tr[⧼/𝑝2F3⧽1/𝑝2F5]

𝑧25𝑧35𝑧235

)︃
F4+

+

(︃
Tr[/𝑝5/𝑝1F3] Tr[/𝑝2/𝑝1F4]

𝑧24𝑧25𝑧35𝑧245
+

2Tr[/𝑝1⧼/𝑝2F4⧽1F3]

𝑧24𝑧25𝑧245
+

Tr[/𝑝2/𝑝1F4] Tr[/𝑝2/𝑝5F3]

𝑧24𝑧25𝑧35𝑧235

)︃
F5

]︃
𝑢2,

(7)
здесь-7pt

⧼/𝑝𝑚F𝑗⧽1 =
/𝑝𝑚F𝑗 − F𝑗/𝑝𝑚

2
.

Амплитуда с другим порядком кварков 𝒜𝑐𝑎 получается из данной заменой индексов 3 ↔ 5. Выражение для
амплитуды тормозного фотонного излучения 𝒜𝛾 выводится аналогично и принимает лаконичный вид:

𝒜𝛾
𝑎 =

(𝑒𝑄)2𝑔𝑠𝑖𝑡
𝑎
𝑗𝑘𝑣1𝑝2

2(𝑝1𝑝2) + 2𝑚2

[︃ ∑︁
𝑖,𝑗,𝑘={3,4,5}

𝑖 ̸=𝑗 ̸=𝑘

(︃
F𝑖F𝑗F𝑘

𝑧2𝑗𝑘𝑧2𝑘
+ F𝑖F𝑗

[︂Tr[/𝑝2𝑗/𝑝2F𝑘]

𝑧2𝑘𝑧2𝑗𝑧2𝑗𝑘
+

Tr[/𝑝2/𝑝1F𝑘]

𝑧2𝑗𝑧2𝑘𝑧1𝑘

]︂)︃
+

+
∑︁

𝑖=3,𝑗=4,𝑘=5
𝑖=4,𝑗=5,𝑘=3
𝑖=5,𝑗=4,𝑘=3

F𝑖

(︃
Tr[/𝑝1/𝑝2F𝑗 ]Tr[/𝑝1/𝑝2F𝑘]

𝑧1𝑗𝑧2𝑗𝑧1𝑘𝑧2𝑘
+

2Tr[/𝑝1⧼/𝑝1F𝑗⧽1F𝑘]

𝑧1𝑗𝑧1𝑘𝑧1𝑗𝑘
+

2Tr[/𝑝2⧼/𝑝2F𝑗⧽1F𝑘]

𝑧2𝑗𝑧2𝑘𝑧2𝑗𝑘

)︃]︃
𝑢2.

(8)

Можно заметить, что амплитуды содержат несколько базовых составляющих: Tr[/𝑝𝑙F𝑖/𝑝𝑛F𝑗 ], Tr[/𝑝𝑙/𝑝𝑚F𝑖],
Tr[F𝑖F𝑗 ], F𝑖F𝑗F𝑘, F𝑖F𝑗 и F𝑖. Для их представления через спиноры Дирака воспользуемся обозначениями

𝑣𝑖 ≡ 𝑣𝜒𝑖(𝑝𝑖) ≡ ⟦𝑖𝜒𝑖 |, 𝑢𝑖 ≡ 𝑢𝜒𝑖(𝑝𝑖) ≡ |𝑖𝜒𝑖⟭,

и тем, что бивектор F𝑖 может быть представлен в виде F𝜒𝑖

𝑖 =
√
2𝑢𝜒𝑖(𝑝𝑖)𝑣

𝜒𝑖(𝑝𝑖), тогда

𝑣𝑞𝑝2F𝑖F𝑗𝑢𝑚 = (
√
2)2⟦𝑞𝜒𝑞 |𝑝2|𝑖𝜒𝑖⟭⟦𝑖𝜒𝑖 |𝑗𝜒𝑗⟭⟦𝑗𝜒𝑖 |𝑚𝜒𝑚⟭,

𝑣𝑞𝑝2 Tr[F𝑖F𝑗 ]𝑢𝑚 = (
√
2)2⟦𝑞𝜒𝑞 |𝑝2|𝑚𝜒𝑚⟭⟦𝑗𝜒𝑗 |𝑖𝜒𝑖⟭⟦𝑖𝜒𝑖 |𝑗𝜒𝑗⟭,

𝑣𝑞𝑝2 Tr[𝑝𝑙F𝑖𝑝𝑛F𝑗 ]𝑢𝑚 = (
√
2)2⟦𝑞𝜒𝑞 |𝑝2|𝑚𝜒𝑚⟭⟦𝑗𝜒𝑗 |/𝑝𝑙|𝑖

𝜒𝑖⟭⟦𝑖𝜒𝑖 |/𝑝𝑛|𝑗
𝜒𝑗⟭,

𝑣𝑞𝑝2F𝑖F𝑗F𝑘𝑢𝑚 = (
√
2)3⟦𝑞𝜒𝑞 |𝑝2|𝑖𝜒𝑖⟭⟦𝑖𝜒𝑖 |𝑗𝜒𝑗⟭⟦𝑗𝜒𝑖 |𝑘𝜒𝑘⟭⟦𝑘𝜒𝑘 |𝑚𝜒𝑚⟭,

𝑣𝑞𝑝2 Tr[𝑝𝑙𝑝𝑛F𝑖]𝑢𝑚 =
√
2⟦𝑞𝜒𝑞 |𝑝2|𝑚𝜒𝑚⟭⟦𝑖𝜒𝑖 |/𝑝𝑙/𝑝𝑛|𝑖

𝜒𝑖⟭.

(9)

Подставив выражения (9) в амплитуды (7) и (8),
получим спиральные амплитуды, выраженные через
спиноры Дирака.

Дальнейшие вычисления вкладов фотонного
и глюонного жесткого тормозного излучения,
а именно возведение амплитуды в квадрат и инте­
грирование по фазовому объему, реализованы чис­
ленно с помощью Монте-Карло инструментов SANC:
генератора ReneSANCe и интегратора MCSANC [31].

2. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В качестве примера для проверки аналитических
результатов была рассмотрена амплитуда 𝒜𝑔, раз­
вернутая в канал аннигиляции (1) пары 𝑐𝑐-кварков:

𝑐(𝑝1, 𝜒1)𝑐(𝑝2, 𝜒2) → 𝑔(𝑝3, 𝜒3)𝛾(𝑝4, 𝜒4)(𝑔(𝑝5, 𝜒5)).
(10)

В расчётах использовались следующие значения
параметров:

𝛼−1(0) = 137.035999084, 𝑚𝑐 = 1.67 ГэВ,
𝛼𝑠(𝑀𝑍)= 0.1178, 𝑀𝑍 = 91.1876 ГэВ,
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𝑀𝑊 = 80.379 ГэВ

и кинематических ограничений:

• энергии 𝑔 и 𝛾 > 0.0001

√
𝑠

2
ГэВ,

• 20∘ < 𝜃𝑔,𝛾 < 160∘ для 𝑔 и 𝛾,

• 𝑀𝑔𝑔 > 1 ГэВ,

где 𝑠 = (𝑝1+𝑝2)
2 — переменная Мандельстама, 𝜃𝑔,𝛾 —

угол рассеяния глюона или фотона в лабораторной
системе отсчета, 𝑀𝑔𝑔 — инвариантная масса пары
глюонов. Ось 𝑧 направлена вдоль импульса анти­
кварка.

Сравнение проведено со сторонними МК кодами
CalcHep [32] и WHIZARD [33, 34]. Полное сечение вы­
числено для рабочих энергий NICA — 24 ГэВ, RHIC —
500 ГэВ и на резонансе 𝑍-бозона в системе центра
масс (с.ц.м.) при различных значениях спирально­
стей 𝑐- и 𝑐-кварков. В табл. 1, 2, 3 и 4 представлены
результаты сравнения.

Таблица 1. Полное сечение процесса (10) в пикобарнах,
усредненного по спиральностям, при различных энерги­
ях в с.ц.м.

√
𝑠, ГэВ 24 91 500

ReneSANCe 106(1) · 102 133(1) · 10 69.8(1)
CalcHEP 106(1) · 102 133(1) · 10 69.7(1)
WHIZARD 106(1) · 102 133(1) · 10 69.7(2)

Таблица 2. Полное сечение процесса (10) в пикобарнах
при энергии 24 ГэВ в с.ц.м. для различных комбинаций
спиральностей 𝜒1 и 𝜒2

𝜒1𝜒2 ++ −− +− −+
ReneSANCe 167(1) · 10 167(1) · 10 197(1) · 102 197(1) · 102
CalcHEP 167(1) · 10 167(1) · 10 197(1) · 102 197(1) · 102
WHIZARD 166(1) · 10 166(1) · 10 196(1) · 102 196(1) · 102

Таблица 3. Полное сечение процесса (10) в пикобарнах
при энергии 91 ГэВ в с.ц.м. для различных комбинаций
спиральностей 𝜒1 и 𝜒2

𝜒1𝜒2 ++ −− +− −+
ReneSANCe 15.22(1) 15.22(1) 265(1) · 10 265(1) · 10
CalcHEP 15.21(1) 15.21(1) 266(1) · 10 266(1) · 10
WHIZARD 15.21(1) 15.21(1) 264(1) · 10 264(1) · 10

Таблица 4. Полное сечение процесса (10) в пикобарнах
при энергии 500 ГэВ в с.ц.м. для различных комбинаций
спиральностей 𝜒1 и 𝜒2

𝜒1𝜒2 ++ −− +− −+
ReneSANCe 0.0259(1) 0.0259(1) 139(1) 139(1)
CalcHEP 0.0259(1) 0.0259(1) 139(1) 139(1)
WHIZARD 0.0259(1) 0.0259(2) 139(1) 139(1)

Рис. 4. Распределения дифференциальных сечений про­
цесса (10) в фемтобарнах по псевдобыстроте фотона 𝜂𝛾
при энергии 24 ГэВ в с.ц.м. для комбинации спирально­
стей 𝜒1 = +, 𝜒2 = + и спиральности фотона — 𝜒4 = ±.
𝑅 — ReneSANCe и 𝑊 — WHIZARD

Рис. 5. Распределения дифференциальных сечений про­
цесса (10) в фемтобарнах по cos 𝜃𝛾 фотона при энергии
24 ГэВ в с.ц.м. для комбинации спиральностей 𝜒1 = +,
𝜒2 = + и спиральности фотона — 𝜒4 = ±. 𝑅 — ReneSANCe
и 𝑊 — WHIZARD

Также выполнено сравнение распределений диф­
ференциальных сечений по cos 𝜃𝛾 и псевдобыстроте
фотона

𝜂𝛾 = − ln

(︂
tan

𝜗𝛾

2

)︂
с учетом различных спиральностей 𝛾(𝜒4), 𝑐(𝜒1)-
и 𝑐(𝜒2)-кварков при энергиях 24 (рис. 4–7) и 500 ГэВ
(рис. 8–11).

Как можно видеть из таблиц, получено хорошее
согласие между ReneSANCe, CalcHEP и WHIZARD во
всех рассмотренных случаях на уровне трех–пяти
знаков в пределах ошибки. Учёт спиральности квар­
ков показал, что при всех рассмотренных энергиях
комбинации ++ и −− подавлены относительно ком­
бинаций +− и −+ на один порядок для 24 и 91 ГэВ
и на четыре порядка для 500 ГэВ.

Достигнуто хорошее согласие между ReneSANCe
и WHIZARD для всех рассматриваемых случаев. Как
видно, при энергии 24 ГэВ наибольший вклад со­
ответствует комбинации спиральностей 𝜒1 = +,
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Рис. 6. Распределения дифференциальных сечений про­
цесса (10) в фемтобарнах по псевдобыстроте 𝜂𝛾 фотона
при энергии 24 ГэВ в с.ц.м. для комбинации спирально­
стей 𝜒1 = +, 𝜒2 = − и спиральности фотона — 𝜒4 = ±.
𝑅 — ReneSANCe и 𝑊 — WHIZARD

Рис. 7. Распределения дифференциальных сечений про­
цесса (10) в фемтобарнах по cos 𝜃𝛾 фотона при энер­
гии 24 ГэВ в с.ц.м. для комбинации спиральностей
𝜒1 = +, 𝜒2 = − и спиральности фотона — 𝜒4 = ±.
𝑅 — ReneSANCe и 𝑊 — WHIZARD

Рис. 8. Распределения дифференциальных сечений про­
цесса (10) в фемтобарнах по псевдобыстроте фотона 𝜂𝛾
при энергии 500 ГэВ в с.ц.м. для комбинации спирально­
стей 𝜒1 = +, 𝜒2 = + и спиральности фотона — 𝜒4 = ±.
𝑅 — ReneSANCe и 𝑊 — WHIZARD

Рис. 9. Распределения дифференциальных сечений про­
цесса (10) в фемтобарнах по cos 𝜃𝛾 фотона при энергии
500 ГэВ в с.ц.м. для комбинации спиральностей 𝜒1 = +,
𝜒2 = + и спиральности фотона — 𝜒4 = ±. 𝑅 — ReneSANCe
и 𝑊 — WHIZARD

Рис. 10. Распределения дифференциальных сечений про­
цесса (10) в фемтобарнах по псевдобыстроте фотона 𝜂𝛾
при энергии 500 ГэВ в с.ц.м. для комбинации спирально­
стей 𝜒1 = +, 𝜒2 = − и спиральности фотона — 𝜒4 = ±.
𝑅 — ReneSANCe и 𝑊 — WHIZARD

Рис. 11. Распределения дифференциальных сечений про­
цесса (10) в фемтобарнах по cos 𝜃𝛾 фотона при энер­
гии 500 ГэВ в с.ц.м. для комбинации спиральностей
𝜒1 = +, 𝜒2 = − и спиральности фотона — 𝜒4 = ±. 𝑅 —
ReneSANCe и 𝑊 — WHIZARD
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𝜒2 = − и 𝜒4 = ±, превышая вклад комбинации
𝜒1 = +, 𝜒2 = + и 𝜒4 = ± на один порядок. Для
500 ГэВ наблюдается аналогичная картина, однако
различие между вкладами вышеупомянутых комби­
наций составляет три порядка.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основным приоритетом развития SANC в качестве
инструмента теоретической поддержки физики вы­
соких энергий является разработка Монте-Карло
инструментов с учетом поправок на однопетлевом
уровне точности, а также создание автономных мо­
дулей компонент однопетлевого сечения с целью
интеграции в существующие сторонние Монте–Кар­
ло генераторы событий [35, 36].

В статье подробно описано аналитическое вычис­
ление амплитуды для одного из вкладов однопет­
левых расчетов для процессов рождения прямых
фотонов (1) в рамках системы SANC. Для этих про­
цессов впервые в спинорном формализме получены
спиральные амплитуды жёсткого тормозного излу­
чения глюона и фотона с учетом спиральностей
и масс всех частиц.

Проведены численные расчёты и верификация
на примере канала аннигиляции пары кварков 𝑐𝑐
для различных комбинаций спиральных состояний
и энергий в системе центра масс. Получено хорошее
согласие с результатами WHIZARD и CalcHep как для
случаев с учётом спиральных состояний частиц, так
и для усреднённых по ним.

Исследование процессов рождения прямых фото­
нов с учётом однопетлевых радиационных поправок
и спиральностей начальных и конечных состояний
является важной частью дальнейшего физического
анализа на коллайдере NICA. Полученные резуль­
таты будут использованы в расширенном анализе,
включающем все вклады однопетлевого уровня оцен­
ки процесса прямых фотонов в аннигиляционном
канале, а разработанные вычислительные модули
будут интегрированы в следующую версию генера­
тора ReneSANCe.

Автор выражает признательность коллективу
проекта SANC за плодотворные обсуждения и под­
держку при подготовке публикации.
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The paper describes the analytical calculation of helicity amplitudes for hard photon and gluon bremsstrahlung
using the spinor formalism for processes such as 𝑞𝑞 → 𝑔𝛾 and 𝑞𝑔 → 𝑞𝛾. The presented amplitudes are
expressed in terms of strength bivectors. The dependence on particle helicities and masses is taken into account.
Numerical calculations have been performed for the annihilation process of a 𝑐𝑐 quark pair at energies of 24,
91, and 500 GeV in the center-of-mass frame, taking into account various combinations of the helicities of
the quarks and the photon in the final state. The study is part of the ongoing development of a theoretical
framework within the SANC system, aimed at analyzing polarized observables in proton–proton collisions at
the NICA collider.
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