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В работе рассчитаны основные характеристики фазового перехода кристалл— однород-
ная фаза в аргоне на основе корреляционного ячеечно-кластерного разложения. На линии
кристаллизации и плавления вычислена теплоемкость при постоянном давлении для кристал-
лической фазы и для однородной фазы. Имеет место монотонное убывание теплоемкости при
постоянном давлении с ростом температуры. Проведено сравнение теоретических данных с дан-
ными экспериментов и получено хорошее совпадение.

PACS: 05.70.Ce, 05.70Fh. УДК: 536
Ключевые слова: термодинамические функции и уравнения состояния, фазовые переходы.

DOI: 10.55959/MSU0579-9392.80.2550101

ВВЕДЕНИЕ

Теплоемкость представляет одно из важней-
ших свойств веществ, характеризующих их состо-
яние [1–9]. Она определяет калорические свойства
вещества [7, 8]. Особый интерес представляет ее по-
ведение на линии фазового перехода [2, 7]. В настоя-
щей работе исследуется теплоемкость при постоян-
ном давлении на линии кристаллизации и плавле-
ния аргона, то есть при фазовом переходе первого
рода [10–22].

Мы рассмотрим поведение теплоемкости при по-
стоянном давлении в двухфазной области сосуще-
ствования кристаллического состояния и однород-
ной фазы. В проекции на плоскость давление–тем-
пература (p−T ) данная область представляет собой
кривую плавления и кристаллизации p = p(T ) для
давлений выше давления в тройной точке.

В проекции на (p−V ) и (V −T ) плоскости (здесь
V — объем системы) состояния, в которых имеют-
ся одновременно две фазы, будут заполнять целую
область, а не изображаться в виде одной кривой.
Для каждой точки этой области система имеет свое
значение теплоемкости. Это значение теплоемкости
легко получить, если знать теплоемкость кристал-
лической фазы и однородной фазы на линии кри-
сталлизации и плавления [7, 8, 11, 16, 23–32].

Наиболее употребительными являются теплоем-
кости при постоянном давлении Cp и при посто-
янном объеме CV . В последние годы для поведе-
ния теплоемкостей как жидкостей, так и кристал-
лов найдены общие закономерности [1, 2, 28, 29].
Что касается жидкостей — это монотонное убыва-
ние теплоемкости CV с ростом температуры [33].
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Данный тип зависимости теплоемкости от тем-
пературы в ряде случаев встречался и у твердых
тел [34]. Например, теплоемкость NaCl при высоких
температурах падает ниже значений, соответствую-
щих закоку Дюлонга и Пти [35]. Можно привести
и другие более сложные исключения. Что касает-
ся простых веществ, то такие случаи встречаются
редко [15].

Проводимое в работе рассмотрение относится к
области температур выше температуры тройной
точки. Для аргона температура тройной точки
TT = 83.81 K [15], а температура Дебая TD = 93 K
[15, 35]. То есть мы исследуем состояния при тем-
пературах порядка дебаевской и выше. Для таких
температур возможно использование корреляцион-
ного разложения [3, 10]. В этом случае решаемая
задача проще по сравнению с задачей для низких
температур, где необходимо учитывать спектр кол-
лективных колебаний [36], что приводит также к
усложнению методов учета ангармонических чле-
нов [34].

В настоящей работе мы используем корреляци-
онное разложение по связным кластерам вплоть
до третьего порядка включительно для свободной
энергии аргона [10]. Это позволяет нам найти ли-
нию фазового перехода кристалл — однородная фа-
за, то есть зависимость давления от температуры
с хорошей степенью точности, находящейся в согла-
сии с экспериментальными данными [14, 15]. Эта
линия называется также линией кристаллизации
и плавления [17, 18].

В работе также вычислена зависимость объема,
приходящегося на моль, для кристаллической фа-
зы и однородной фазы аргона на линии фазового
перехода. И в этом случае согласие теоретических
и экспериментальных данных в рассматриваемом
приближении хорошее.
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Найденные характеристики фазового перехода
кристалл — однородная фаза аргона позволяют вы-
числить на этой линии теплоемкость при постоян-
ном давлении для кристалла и для однородной фа-
зы, а также проанализировать полученные зависи-
мости.

В результате вычислений найдено, что для ар-
гона имеет место понижение теплоемкости при по-
стоянном давлении с ростом температуры при фа-
зовом переходе кристалл – однородная фаза как
для кристаллической фазы, так и для однородной
фазы.

1. ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ

ЛИНИИ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ

И ПЛАВЛЕНИЯ АРГОНА

В настоящей работе для вычисления свободной
энергии и определения на этой основе линии фазо-
вого перехода кристалл — однородная фаза мы бу-
дем следовать в основном работе [10].

Рассматрим систему из N одинаковых молекул
аргона, заключенных в некотором макроскопиче-
ском объеме V при температуре T [10]. Положение
молекулы полностью определенно заданием векто-
ра qi (i = 1, 2, ..., N), декартовы координаты которо-
го равны qαi (α = 1, 2, 3 ). Тогда для атомов аргона
гамильтониан можно представить в виде

HN =
∑

1≤i≤N
α=1,2,3

−
~
2

2m

∂2

∂qiα2
+

∑

1≤i<j≤N

Φ(| qi−qj |). (1)

В выражении (1) Φ(r) — двухпараметрический по-
тенциал Леннард–Джонса [15, 36] с параметрами
ε и σ, m — масса молекулы. Для аргона двухпа-
раметрический потенциал Леннард–Джонса позво-
ляет описать все основные его свойства с хорошей
степенью точности [14, 15]. При необходимости его
можно обобщить на случай учета многочастичных
взаимодействий, поскольку используемый в работе
подход допускает такое обобщение.

В работе рассматривается фазовый переход при
температурах выше тройной точки, в которой нахо-
дятся в равновесии кристалл, имеющий гранецен-
трированную кристаллическую структуру, а также
две однородные фазы — жидкость и газ. Для рас-
сматриваемых температур, как показывают оцен-
ки, мы можем использовать больцмановскую ста-
тистику [15, 36].

Будем использовать корреляционное ячеечно-
кластерное разложение [10]. Оно основано на ме-
тоде Урселла, предполагающем разложение для
больцмановских факторов специального типа [10,
18, 34]. По сравнению с методом Майера [7, 8] метод
Урселла обладает большей общностью, так как не
содержит предположения об аддитивности парно-
го потенциала, а также естественным образом рас-
пространяется и на квантово-механические систе-
мы [18].

Разобьем объем рассматриваемой системы на N
одинаковых ячеек [10, 34]. Отметим, что, вводя яче-
ечную структуру в системе, мы не накладываем
никаких ограничений на поведение системы. Такое
разбиение вводится для построения теории возму-
щений [10].

Вводимое ячеечное разбиение позволяет полу-
чить теорию возмущений, обладающую, во-первых,
большой общностью. То есть ее можно использо-
вать практически для всех состояний термодинами-
ческой системы, включая область фазовых перехо-
дов. Во-вторых, данная теорию возмущений имеет
высокую скорость сходимости. Это является важ-
ным при ограниченном числе доступных расчету
членов ряда теории возмущений.

Для аргона в качестве ячеечной структуры есте-
ственно осуществить разбиение с помощью яче-
ек Вигнера–Зейтца для гранецентрированной кри-
сталлической решетки [3, 10, 15, 34, 36].

Введем теперь i-частичные больцмановские фак-
торы Wi стандартными соотношениями [10, 18, 34]:

Wi = e−
1
θ
Hi . (2)

Здесь θ = kT , T — абсолютная температура, k — по-
стоянная Больцмана, а Hi — i-частичный гамильто-
ниан, определенный на ячеечной системе [10]. Сле-
дуя Урселлу [10, 18, 37], осуществим групповое раз-
ложение для больцмановских факторов (2). Оно
представляет переход к корреляционным операто-
рам Gi (i = 2, ..., N) согласно соотношениям:

W2(1, 2) = W1(1)W1(2) +G2(1, 2),

W3(1, 2, 3) = W1(1)W1(2)W1(3) +W1(1)G2(2, 3)+

+W1(2)G2(3, 1) + +W1(3)G2(1, 2)+

+G3(1, 2, 3),

· · ·

e−
1
θ
HN ≡ WN (1, 2, ..., N) =

∏

1≤i≤N

W1(i)+

+
∑

1≤i<j≤N

G2(i, j)
∏

1≤k≤N

(k 6=i,j)

W1(k) + · · ·

(3)
Данное разложение, по сравнению с майеровским,
обладает большей общностью и применимо, как от-
мемчено выше, к квантово-механическим системам.

Новые операторы Gi однозначно определяют-
ся больцмановскими факторами Wi из соотноше-
ний (3):

G2(1, 2) = W2(1, 2)−W1(1)W1(2),

G3(1, 2, 3) = W3(1, 2, 3)−W1(1)W2(2, 3)−

−W1(2)W2(3, 1)−W1(3)W2(1, 2)+

+2W1(1)W1(2)W1(3),

· · ·

(4)

Наряду с этим, операторы Gi (i = 2, ..., N), выра-
женные через Wi, однозначно определяют больцма-
новские факторы согласно (4).
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Таким образом, N -частичный больцмановский
фактор, определяющий статистическую сумму, мо-
жет быть выражен в виде ряда по комбинациям
больцмановских факторов Wi (1 ≤ i ≤ N) [10].
В результате преобразований находим ряд теории
возмущений для свободной энергии:

F = −θ ln

Tr
1,...,N

WN (1, ..., N)

N !
= −θ ln

W̄N
1

N !
−

−
N(N − 1)

2!W̄ 2

1

θTr
1,2

(W2(1, 2)−W1(1)W1(2)) + · · · .

(5)

Здесь

W̄1 = Tr
1

W1(1). (6)

Полученное выражение для свободной энергии
(5) с W̄1, определяемым выражением (6), позволяет
построить термодинамику рассматриваемой систе-
мы, в том числе и описать фазовый переход. В ка-
честве основного приближения используем прибли-
жение самосогласованного поля [10, 35, 36]. Данное
приближение позволяет естественным образом учи-
тывать как ангармонические члены [3], так и лока-
лизацию частиц [34, 36], что в нашем случае, как
будет показано ниже, является необходимым для
описания характерной особенность поведения теп-
лоемкости при постоянном давлении с ростом тем-
пературы.

Для вычисления свободной энергии с точ-
ностью, достаточной для описания фазового
перехода гранецентрированный кубический кри-
сталл — однородная фаза в гелии [10], как показали
расчеты, в выражении (5) достаточно учитывать
корреляции до трехчастичных включительно. Этой
точностью мы ограничимся и в случае аргона.

При исследовании фазового перехода необходимо
получить выражение для химического потенциала
µ, связанного со свободной энергией системы (5)
соотношением

µ =
F

N
+ pv, (7)

где v = V/N — объем в расчете на одну частицу,
p — давление, определяемое на основе выражения
для свободной энергии

p = −

(

∂F

∂V

)

θ

= −

(

∂F/N

∂v

)

θ

. (8)

Непосредственно видно, что найденное из (7) вы-
ражение для химического потенциала при исполь-
зовании соотношений (5) и (8) есть функция пере-
менных v и θ. При исследовании фазового перехо-
да необходимы переменные p и θ, так как именно
в этих переменных потенциал Гиббса является тер-
модинамическим потенциалом [7]. Для перехода к
данным переменным соотношение (8) необходимо
разрешить относительно v = v(p, θ) и найденное вы-
ражение для удельного объема v подставить в (7).

Во многих случаях в явном виде найти v как
функцию p и θ не удается. Тогда можно использо-
вать соотношения (7) и (8) для параметрического
задания функции µ(p, θ), считая v параметром.

На рис. 1 приведена зависимость давления от
температуры на линии кристаллизации и плавле-
ния аргона. Сплошная линия — результаты теоре-
тических расчетов при учете трехчастичных кор-
реляций включительно. Точками обозначены экспе-
риментальные данные [14–18, 35], размер которых
соответствует точности эксперимента. Имеет место
хорошее совпадение в этой области рассмотрения
теоретических и экспериментальных данных.

p, бар

T, K

Рис. 1. Зависимость давления от температуры на ли-
нии кристаллизации и плавления аргона. Сплошная
линия — результаты теоретических расчетов при уче-
те трехчастичных корреляций включительно. Точками
обозначены экспериментальные данные

Следуя работе [10], находим также зависимость
объема, приходящегося на моль, для кристалличе-
ской и однородной фаз аргона. Зависимость объема
от температуры на линии кристаллизации и плав-
ления аргона приведена на рис. 2. Точками обозна-
чены экспериментальные данные для кристалличе-
ского состояния, квадратами — для однородной фа-
зы [14–18, 35], размер которых соответствует точно-
сти эксперимента. Сплошные линии — результаты
теоретических расчетов. Имеет место уменьшение
объема, приходящегося на моль, с ростом темпера-
туры. Скорость этого уменьшения для кристалла
меньше, чем для однородной фазы. И в данном слу-
чае имеет место хорошее совпадение теоретических
и экспериментальных данных.

Таким образом, для аргона мы полностью описа-
ли линию кристаллизации и плавления, найдя ос-
новные ее характеристики. Для этого нам потре-
бовалось вычислить термодинамический потенци-
ал — свободную энергию (5) и ее первую производ-
ную — давление (8).

Основные характеристики фазового перехода,
как мы видели выше, определяются значениями
свободной энергии и ее первыми производными
по объему и температуре. Перейдем теперь к вы-
числению теплоемкости при постоянном давлении,
определяемой вторыми производными от свободной
энергии.
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V, см моль3

T, K

Рис. 2. Зависимость объема на линии кристаллизации
и плавления аргона от температуры Точками обозначе-
ны экспериментальные данные для кристаллического
состояния, квадратами — для однородной фазы. Сплош-
ные линии — результаты теоретических расчетов

2. ТЕПЛОЕМКОСТЬ ПРИ ПОСТОЯННОМ

ДАВЛЕНИИ

Теплоемкость при постоянном давлении можно
вычислить на основе соотношения [7, 8]

Cp = −T

(

∂2G

∂T 2

)

p

= −kθ

(

∂2G

∂θ2

)

p

, (9)

где G — потенциал Гиббса. В нашем случае (9) удоб-
нее представить в форме [12]

Cp = −kθ

(

∂2F

∂θ2

)

V

+ kθ

(

∂2F
∂V ∂θ

)2

(

∂2F
∂V 2

)

θ

, (10)

где свободная энергия F дается соотношением (5).
Таким образом, согласно (10), вторые производные
от свободной энергии полностью определяют тепло-
емкость при постоянном давлении.

На рис. 3 приведена зависимость теплоемкости
при постоянном давлении от температуры. Точка-
ми обозначены экспериментальные данные для кри-
сталлического состояния, квадратами — для одно-
родной фазы [14–18, 35], размер которых соответ-
ствует точности эксперимента. Сплошные линии —
результаты теоретических расчетов.

Непосредственно видно хорошее совпадение тео-
ретических результатов в рассматриваемом прибли-
жении, то есть при учете трехчастичных кластеров
включительно, и экспериментальных данных.

Как видно из рисунка, имеет место уменьшение
теплоемкости с ростом температуры, причем для
однородной фазы оно более выражено. Таким обра-
зом, уменьшение теплоемкости с ростом температу-
ры имеет место как для теплоемкости при постоян-
ном объеме [33–35], так и при постоянном давлении,
причем для кристаллической фазы, как следует из
полученных в работе результатов, это уменьшение
более слабо выражено.

Данная зависимость для теплоемкостей с ростом
температуры говорит о том, что тот рост теплоем-

T, K

Nk

Cp

Рис. 3. Зависимость теплоемкости при постоянном дав-
лении от температуры на линии кристаллизации и плав-
ления аргона. Точками обозначены экспериментальные
данные для кристаллического состояния, квадратами —
для однородной фазы. Сплошные линии — результаты
теоретических расчетов

кости, который с ростом температуры дают ангар-
монические члены [3, 8, 34], компенсируется учетом
локализации атомов при больших плотностях.

Таким образом, использование в качестве основ-
ного приближения решения уравнения самосогласо-
ванного поля, что реализовано в настоящей работе,
является в данном случае необходимым для получе-
ния результатов в согласии с экспериментальными
данными.

Найденные закономерности позволяют сделать
вывод, что корреляционное ячеечно-кластерное
разложение для свободной энергии с учетом чле-
нов до трехчастичных включительно дает возмож-
ность построить термодинамику с точностью, до-
статочной для описания характеристик, определяе-
мых вычислением как первых, так и вторых произ-
водных от свободной энергии.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе рассчитана теплоемкость
при постоянном давлении на линии кристаллиза-
ции и плавления аргона. Для этого вначале по-
строена фазовая диаграмма фазового перехода кри-
сталл — однородная фаза с вычислением основных
характеристик данной области диаграммы.

В основе используемого метода вычислений ле-
жит метод корреляционного ячеечно-кластерного
разложения, который позволяет при учете класте-
ров до трехчастичных включительно получить вы-
ражение для свободной энергии, как показали ре-
зультаты вычислений, с высокой степенью точно-
сти. Эта точность оказалась достаточной для вы-
числения термодинамических характеристик, опре-
деляемых не только первыми производными от сво-
бодной энергии, но и вторыми.

Что касается основных характеристик фазового
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перехода, то они определяются значениями свобод-
ной энергии и ее первых производных по объему
и температуре. Для вычисления теплоемкости при
постоянном давлении необходимы и вторые произ-
водные от свободной энергии.

Рассчитанная теоретически линия кристаллиза-
ции и плавления аргона находится в хорошем со-
гласии с экспериментальными данными во всей об-
расти рассмотрения. Что касается молярного объ-
ема для кристаллической и однородной фаз, то
и здесь имеет место хорошее совпадение с экспери-
ментальными данными. Как для кристаллической,
так и для однородной фаз на линии кристаллиза-
ции и плавления наблюдается уменьшение моляр-
ного объема с ростом температуры. Степень этого
уменьшения у однородной фазы значительно боль-
ше, чем у кристаллической фазы.

Зависимость теплоемкости при постоянном дав-
лении, найденная теоретически, также хорошо соот-
ветствует экспериментальным данным как для кри-

сталлической фазы, так и однородной.
С ростом температуры найденные теплоемкости

для обеих фаз на линии кристаллизации и плавле-
ния уменьшаются. Непосредственно видно, что для
кристаллической фазы это уменьшение выражено
более слабо.

Такое поведение теплоемкости говорит о том, что
влияние локализации атомов с ростом температуры
становится более значительным, чем учет ангармо-
нических членов.

В этой связи следует подчеркнуть важность ис-
пользования в качестве основного приближения ре-
шения уравнения самосогласованного поля, кото-
рое позволяет уже в основном приближении учесть
данный эффект. Само же корреляционное ячеечно-
кластерное приближение при учете трехчастичных
корреляций обеспечивает хорошее согласие теоре-
тических и экспериментальных данных.

Исследование выполнено в рамках государствен-
ного задания МГУ имени М. В. Ломоносова.
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Heat Capacity at Constant Pressure along the Crystallization and Melting Line

of Argon
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In this work, the main characteristics of the crystal–homogeneous phase transition in argon are calculated on
the basis of the correlation cell-cluster expansion. Along the crystallisation and melting line, the heat capacity
at constant pressure is calculated for the crystalline phase and for the homogeneous phase. A monotonic
decrease of the heat capacity at constant pressure with increasing temperature is observed. A comparison
between theoretical data and experimental results is carried out, showing good agreement.
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