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Сформулирована алгебраическая резонансная теория возмущений (АРТВ), выписаны общие
формулы теории, с помощью которых сжато выведены эффективные гамильтонианы, описа-
ны интерференционные взаимодействия, получены кинетические уравнения для различных
случаев взаимодействия электромагнитного излучения с квантовыми системами. Указано на
естественную интеграцию метода стохастических дифференциальных уравнений в АРТВ и фи-
зическое обоснование принципов отбора слагаемых АРТВ в случае приближения окружения
открытой системы дельта-коррелированным шумом. Подчеркнута неизбежность появления ин-
терференционных взаимодействий из-за сформулированных требований АРТВ относительно
отбора в эффективный гамильтониан только медленно меняющихся во времени слагаемых
в картине Дирака.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ОСОБЕННОСТИ
ОПТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ — БЫСТРО

И МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИЕСЯ
ВО ВРЕМЕНИ СЛАГАЕМЫЕ В ИСХОДНЫХ

УРАВНЕНИЯХ

Исходные уравнения движения для описания
процессов взаимодействия электромагнитного из-
лучения с квантовыми системами содержат, как
правило, быстро и медленно меняющиеся во вре-
мени слагаемые. Поэтому исследователи тем или
иным способом вынуждены упрощать такие урав-
нения либо должны работать в принятых упрощен-
ных моделях. Стандартными методами упрощения
здесь является метод усреднения Крылова–Боголю-
бова–Митропольского [1, 2], метод многих масшта-
бов [3] и другие асимптотические методы [4]. Приме-
нительно к оптическим задачам метод усреднения
Крылова–Боголюбова–Митропольского исчерпыва-
юще изложен в монографии [5].

Следует отметить, что методы усреднений и мно-
гих масштабов специфичны в том плане, что прак-
тически каждое уравнение требует отдельного под-
хода. Богаевский и Повзнер [6] предложили ал-
гебраический подход к методу усреднения, в кото-
ром требуется найти операторы, позволяющие запи-
сать исследуемое уравнение в специфическом мат-
ричном виде, и для него развили теорию возму-
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щений. Между тем в большинстве задач нелиней-
ной и квантовой оптики зачастую изначально опи-
раемся на квантово-механическое уравнение для
матрицы плотности фон Неймана и/или уравне-
ние Шредингера, а квантовая механика — уни-
тарно симметричная теория. Поэтому еще на за-
ре квантовой механики Ван Флек использовал уни-
тарную симметрию квантовой теории для постро-
ения теории возмущений [7]. Идея Ван Флека об
унитарном преобразовании исходного гамильтони-
ана и разложении преобразованного гамильтониа-
на в ряд теории возмущений была использована
во многих подходах, например Магнуса [8] и др.
[9–12]. При этом, однако, никаких особенностей уни-
тарного преобразования, связанного с наличием ре-
зонансов в оптических системах, предложено не
было. Так, в работах Такадзуджи [11] разложение
Ван Флека использовалось, однако выделение сла-
гаемых в членах ряда Ван Флека проводилось на ос-
нове сравнения с результатами, полученными при-
менением метода усреднения, поскольку во всех
других работах, опирающихся на идею Ван Флека,
не были исследованы особенности формирования
ряда теории возмущений в резонансных условиях.
Лишь в работах [13–15] сформулированы основные
правила отбора слагаемых ряда теории возмуще-
ний, которые формируют эффективный гамильто-
ниан резонансного приближения в любых порядках
теории возмущений.

В настоящее время исходными уравнениями во
многих исследованиях в области нелинейной и кван-
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товой оптики служат квантово-механическое урав-
нение для матрицы плотности системы и уравне-
ния Максвелла для напряженности электрического
поля. В качестве системы выступают выделенная
открытая система и окружающие ее поля или ча-
стицы среды. Ниже для определенности будем го-
ворить об атомной открытой системе.

Уравнение для матрицы плотности обычно фор-
мулируют с учетом релаксационного оператора Γ̂ρ:

∂ρ

∂t
=

i

~

[

ρ,H
]

− Γ̂ρ,

H = HA +HF + V A−F + V Cl,

(1)

в котором гамильтонианH складывается из гамиль-
тониана ансамбля атомов HA, гамильтониана кван-
тованного электромагнитного поля HF и операто-
ров взаимодействия атомной системы с квантован-
ным V A−F и классическими полями V Cl. Релакса-
ционный оператор имеет форму, которую принято
называть формой Линдблада

Γ̂ρ = − i

~

[

ρ,HAdd
]

+
1

2
L+L−ρ+

1

2
ρL+L− − L−ρL+,

(2)
где L± — так называемые операторы Линдблада,
а HAdd — добавочное эрмитовое слагаемое к гамиль-
тониану.

Уже на этапе формулировки уравнения для мат-
рицы плотности кроются принципиальные момен-
ты: оператор релаксации (2) «вбирает в себя» дей-
ствие термостатных широкополосных полей, поэто-
му операторы квантованных полей HF и V A−F не
должны включать широкополосные поля, которые
можно рассматривать как термостатные поля [16].
Также и широкополосные пакеты из нескольких фо-
тонов должны рассматриваться наряду с широкопо-
лосными термостатными полями [17]. Кроме того,
некоторые взаимодействия внутриатомной системы
возникают еще на этапе учета взаимодействия с ши-
рокополосными термостатными полями [18], [19].
Примером здесь служит диполь-дипольное взаимо-
действие атомов. Если взаимодействие между ато-
мами и термостатными квантовыми полями взять
в электродипольном виде, то диполь-дипольное вза-
имодействие между атомами возникает автоматиче-
ски в теории возмущений [20].

Уравнение Максвелла для напряженности клас-
сического поля Ecl(t) запишем для немагнитных
сред, используя поляризацию P среды и пренебре-
гая поляризационными характеристиками [21]:

(

∆− 1

c2
∂2

∂t2

)

Ecl(t) =
4π

c2
∂2

∂t2
P. (3)

Пусть классическое поле напряженности Ecl(t)
представляет собой квазимонохроматический пакет

Ecl(t) = Ecl exp
(

i(kclr− ωclt)
)

+ c.c. (4)

с несущей частотой ωcl и волновым вектором kcl.
Ecl — медленно меняющаяся функция времени по

сравнению с экспонентой, содержащейся в (4). То-
гда условие резонанса

ωcl ≈ (Ee − Eg)/~ (5)

выделяет в спектре атома
{

Ei

}

пару энергетиче-
ских уровней: условно возбужденный с энергией Ee

и основной с энергией Eg (см. рис. 1, а), и уравне-
ние (1) принято записывать только для этой пары
резонансных уровней. При этом говорить о быст-
ро и медленно меняющихся во времени слагае-
мых уравнения (1) удобно в представлении взаи-
модействия (картине Дирака), операторы в кото-
ром будем отмечать явным написанием аргумента
времени:

ρ(t) = exp
( i

~
(HA +HF )t

)

ρ exp
(

− i

~
(HA +HF )t

)

,

V (t) = exp
( i

~
(HA +HF )t

)

V exp
(

− i

~
(HA +HF )t

)

,

∂

∂t
ρ(t) =

i

~

[

ρ(t), V (t)
]

− (Γ̂ρ)(t).

(6)

а б в г

Рис. 1. Основной и возбужденный энергетические уров-
ни атома, выделяемые условием одноквантового ре-
зонанса (а), вырожденного двухквантового резонанса
(б ), комбинационного резонанса (в) и невырожденного
двухквантового резонанса (г). Резонансы в и г называ-
ют конфигурациями типа «лямбда» и «каскад» соответ-
ственно

Метод усреднения Крылова–Боголюбова–Митро-
польского естествен в простейших ситуациях типа
(5), но исследователи сталкиваются со значитель-
ным объемом вычислений в более сложных случа-
ях, а применение к уравнению (1) с релаксацион-
ным оператором часто становится некорректным.
Это видно на примере однофотонного резонанса
в нелинейной и квантовой оптике атома или ансам-
бля атомов.

В случае воздействия только одного классическо-
го поля (4) в условиях (5) имеем следующие уравне-
ния для матричных элементов матрицы плотности
одного атома с оператором дипольного момента d
(без учета релаксационного оператора, в электроди-
польном приближении V Cl = −Ed, для оптически
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разрешенного атомного перехода Ee → Eg ):

∂

∂t
ρeg(t) =

i

~

(

ρee(t)(V
s
eg(t) + V f

eg(t))−

−(V s
eg(t) + V f

eg(t))ρgg(t)
)

,

∂

∂t
ρee(t) =

i

~

(

ρeg(t)(V
s
ge(t) + V f

ge(t))−

−(V s
eg(t) + V f

eg(t))ρge(t)
)

,

∂

∂t
ρgg(t) =

i

~

(

ρge(t)(V
s
eg(t) + V f

eg(t))−

−(V s
ge(t) + V f

ge(t))ρeg(t)
)

.
(7)

Здесь выделены медленно меняющиеся во времени
V s(t) и быстро меняющиеся во времени V f (t) сла-
гаемые по сравнению с exp(±iωclt) :

V s
eg(t) = −deg exp

(

i(Ωeg − ωcl)t
)

Ecl,
V f
eg(t) = −deg exp

(

i(Ωeg + ωcl)t
)

E∗
cl = V f

eg(t)
∗,

V (t) = V s(t) + V f (t).

Метод усреднения, примененный к (7), сразу ис-
ключает все быстрые переменные, так что если
представить матрицу плотности в виде суммы мед-
ленно меняющегося во времени слагаемого ρs(t)
и быстро меняющегося ρf (t) : ρ(t) = ρs(t)+ρf(t), то
уравнение (7) становится уравнением, состоящим
только из медленно меняющихся во времени чле-
нов:

∂

∂t
ρseg(t) =

i

~

(

ρsee(t)V
s
eg(t)− V s

eg(t)ρ
s
gg(t)

)

,

∂

∂t
ρsee(t) =

i

~

(

ρseg(t)V
s
ge(t)− V s

eg(t)ρ
s
ge(t)

)

,

∂

∂t
ρsgg(t) =

i

~

(

ρsge(t)V
s
eg(t)− V s

ge(t)ρ
s
eg(t)

)

.

(8)

Говорится, что эти уравнения отвечают приближе-
нию вращающейся волны, когда V (t) ≈ V s(t). Они
сводятся к уравнению Блоха [21, 22]. Его можно рас-
сматривать как уравнение динамики, управляемое
эффективным гамильтонианом первого порядка по
константе связи, сам гамильтониан также ассоции-
руют с приближением вращающейся волны.

Дальнейшее применение метода усреднения
к уравнению (7) для получения слагаемых сле-
дующего порядка малости по константе связи
содержит не только технические сложности,
но и принципиальные. Технические сложности
рассмотрены и решены в монографии [5]. В об-
суждаемом простом примере одноквантового
резонанса (5) слагаемое второго порядка в эффек-
тивном гамильтониане определяет штарковский
сдвиг энергетических уровней атома ESt

i , причем
не только резонансных ( i = g, e, n,m...):

ESt
i = |Ecl|2Πi(ν),

Πk(ωcl) =
∑

j

|dkj |2
~

( 1

Ωkj + ωcl

+
1

Ωkj − ωcl

)

,

Ωkj =
Ej − Ei

~
.

(9)

Принципиальные проблемы с применением мето-
да усреднения к уравнению (1) кроются в приро-
де релаксационного оператора (Γ̂ρ)(t). Зачастую ре-
лаксационный оператор является следствием взаи-
модействия открытой системы с термостатом, кото-
рый моделируется дельта-коррелированными слу-
чайными полями [23]. В таком случае время корре-
ляции физических полей окружения открытой си-
стемы должно быть минимальным из всех возмож-
ных, в том числе и меньше «кинематических вре-
мен», таких как 1/ωcl [24]. Это означает, что в опти-
ческих задачах, при учете релаксационного опера-
тора, быстроменяющихся во времени слагаемых (по
сравнению с exp(±iωclt) в представлении взаимо-
действия) в уравнении (6) быть не должно! Таким
образом, косвенно обосновывается [25] принцип от-
бора слагаемых ряда теории возмущений Ван Фле-
ка, который был впервые сформулирован и приме-
нен в работах [13–15] без учета микроскопики релак-
сационных процессов. При этом слагаемые, остав-
ленные в преобразованном гамильтониане, счита-
ем составляющими эффективного гамильтониана.
Следуя терминологии [6] естественно назвать тео-
рию возмущений с указанным принципом отбора
слагаемых — алгебраической резонансной теорией
возмущений (АРТВ). Она вбирает себя как част-
ный случай метод усреднения, применяемый к за-
дачам нелинейной и квантовой оптики.

2. ПРИНЦИПЫ АРТВ

Первый шаг в применении унитарной симмет-
рии квантовой теории состоит в следующей це-
почке стандартных преобразований, лежащих в ос-
нове всех стандартных представлений квантовой
теории — картине Гейзенберга и картине Дирака
[21, 25]:

|Ψ̃〉 = T̂ |Ψ〉, ρ̃ = T̂ ρT̂ †,
∂

∂t
|Ψ̃〉 = H̃ |Ψ̃〉,

∂

∂t
ρ̃ =

i

~

[

ρ̃, H̃
]

, H̃ = THT † − i~T
d

dt
T †.

(10)

Подчеркнем, что здесь речь идет как о векторе
состояния открытой системы и ее окружения |Ψ̃〉,
так и о матрице плотности открытой системы и ее
окружения ρ. Никакого релаксационного оператора
нет, и предполагается, что имеет место унитарная
эволюция открытой системы и ее окружения. Здесь
T — унитарный оператор эволюции.

Второй шаг использования унитарной симметрии
состоит в учете малости взаимодействия открытой
системы с окружением и построении общего ряда
теории возмущений. Если ввести генератор S = S+

унитарного преобразования T = e−iS и выделить
малый оператор взаимодействия V : H = H0+V , то
формула Кэмпбелла–Бейкера–Хаусдорфа (см., на-
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пример, [26]) вводит в рассмотрение ряд

H̃ = H0 − i
[

S,H0

]

− 1

2

[

S,
[

S,H0

]]

− ...

...+ V − i
[

S, V
]

− 1

2

[

S,
[

S, V
]]

− ...

...− i~e−iS d

dt
eiS , (11)

который составляет основу многих дальнейших пре-
образований, основанных на ряде Ван Флека.

В картине Дирака ряд (11) упрощается и стано-
вится простым рассмотрение разных типов взаимо-
действия, например взаимодействия открытой си-
стемы с окружением, описываемым некоторым опе-
ратором VS−F (t) и взаимодействия между частями
(элементами) открытой системы, представленным
оператором VS(t). Запишем исходный оператор вза-
имодействия в картине Дирака как

V (t) = VS−F (t) + VS(t). (12)

Отметим, что оператор VS−F (t) для взаимодей-
ствия атома, расположенного в начале координат,
с классическим полем (4) предыдущего раздела от-
личается от модели двухуровневого атома учетом
всех нерезонансных уровней и имеет вид:

VS−F (t) = −
(

Ecle−iωclt + E∗
cle

iωclt
)

×

×
∑

kj

dkje
iΩkj t|Ek〉〈Ej |,Ωkj =

(Ek − Ej)

~
. (13)

Далее полагаем, что взаимодействия VS−F (t)
и VS(t) характеризуются своими параметрами свя-
зи, раскладываем преобразованный гамильтониан
в картине Дирака Ṽ (t) и генератор преобразования
S в ряд по этим двум параметрам взаимодействия
(«константам» связи):

S(t) = S(1,0)(t) + S(0,1)(t) + S(2,0)(t) + ...,

Ṽ (t) = Ṽ (1,0)(t) + Ṽ (0,1)(t) + Ṽ (1,1)(t)+

+Ṽ (2,0)(t) + Ṽ (0,2)(t) + ...

(14)

Считаем для определенности, что левый индекс
каждой пары верхних индексов описывает порядок
слагаемого по константе связи между открытой си-
стемой и окружением, а правый индекс — порядок
по константе между элементами открытой систе-
мы. Порядок взаимодействия с полями грубо опре-
деляется отношением энергии взаимодействия меж-
ду полем и открытой системой (или ее подсистемы)
к энергии кванта возбуждения, которым обменива-
ется открытая система и окружение. Для оптиче-
ских систем — это малый параметр. Параметров
взаимодействия может быть несколько в силу воз-
можности участия нескольких полей и/или различ-
ных элементов системы

В результате формула Кэмпбелла–Бейкера–Хау-

сдорфа дает выражения:

Ṽ (1,0)(t) = i~
d

dt
S(1,0)(t) + VS−F (t),

Ṽ (0,1)(t) = i~
d

dt
S(0,1)(t) + VS(t),

Ṽ (1,1)(t) = i~
d

dt
S(1,1)(t)− i

2

[

S(1,0)(t), VS(t)
]

−

− i

2

[

S(1,0)(t), Ṽ (0,1)(t)
]

− i

2

[

S(0,1)(t), VS−F (t)
]

−

− i

2

[

S(0,1)(t), Ṽ (1,0)(t)
]

,

Ṽ (2,0)(t) = i~
d

dt
S(2,0)(t)− i

2

[

S(1,0)(t), VS−F (t)
]

−

− i

2

[

S(1,0)(t), H̃(1,0)(t)
]

...

В качестве третьего шага к слагаемым Ṽ (1,0)(t),
Ṽ (0,1)(t), Ṽ (1,1)(t), Ṽ (2,0)(t) и т.д. преобразованно-
го гамильтониана Ṽ (t) применяется требование,
чтобы все слагаемые Ṽ (i,j)(t) были медленно ме-
няющимися функциями времени по сравнению
с exp(±iΩSt). Здесь ΩS — характерная частота от-
крытой системы. В случае адиабатического включе-
ния всех взаимодействий это требование однознач-
но определяет величины S(i,j) и Ṽ (i,j). Помимо отбо-
ра слагаемых, требование присутствия только мед-
ленно меняющихся во времени величин накладыва-
ет ограничение на спектр мод широкополосных по-
лей, учитываемых в эффективном гамильтониане.
Это, в свою очередь, приводит к разбиению широко-
полосного окружающего поля на совокупность ис-
точников, определяемых частотной областью спек-
тра широкополосного поля, в которой оператор вза-
имодействия с открытой системой Ṽ (i,j) будет мед-
ленно меняться во времени.

Четвертый шаг — построение эффективного га-
мильтониана. Эффективный гамильтониан опреде-
ляется существенными в задаче слагаемыми Ṽ (i,j).
Например, с точностью до второго порядка по кон-
стантам связи имеем такое представление эффек-
тивного гамильтониана:

Ṽ Eff (t) = Ṽ (1,0)(t) + Ṽ (0,1)(t)+

+ Ṽ (1,1)(t) + Ṽ (2,0)(t) + Ṽ (0,2)(t).

Величины S(i,j)(t) вбирают в себя все быстро ме-
няющиеся во времени величины, так что по сути
S(i,j)(t) = S(i,j)′′ (t). Двумя штрихами у оператора
обозначаем только те слагаемые, которые быстро
меняются во времени. Подчеркнем, что речь идет
не только об определенной частотной зависимости
слагаемых оператора, но и о соответствующих обла-
стях спектра широкополосного поля. Один штрих
у оператора будем использовать для обозначения
его медленно меняющихся во времени слагаемых.
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Тогда

Ṽ (1,0)(t) = V
′

S−F (t), Ṽ (0,1)(t) = V
′

S(t),

Ṽ (1,1)(t) =− i

2

[

S(1,0)(t), V
′′

S (t)
]
′

− i

2

[

S(0,1)(t), V
′′

S−F (t)
]
′

,

Ṽ (2,0)(t) = − i

2

[

S(1,0)(t), V
′′

S−F (t)
]
′

,

Ṽ (0,2)(t) = − i

2

[

S(0,1)(t), V
′′

S (t)
]
′

...

(15)
В произведении операторов, являющихся быст-

роменяющимися во времени, могут возникнуть
как слагаемые, медленно меняющиеся во времени,
так и быстро меняющиеся. Штрих у коммутатора
[

S(1,0)(t), V
′′

S (t)
]
′

обозначает выражение, представ-

ленное в виде суммы слагаемых, из которой исклю-
чены все слагаемые, содержащие быстро меняющи-
еся функции времени.

Отметим, что формулы (15) и являются теми об-
щими формулами АРТВ, которые затруднительно
получить в методах усреднения. При этом анало-
гичные формулы нетрудно записать и для больше-
го числа взаимодействий открытой системы. Если
в задаче имеется только одно взаимодействие, то
оно также описывается общими формулами (15)
с отличным от нуля только одним индексом в од-
ном и том же положении, например первом. В кон-
кретных задачах нетрудно переписать формулы
(15) для представления Шредингера. Однако об-
щий анализ удобно проводить в картине Дирака.

Общие формулы (15) позволяют описать множе-
ство эффективных гамильтонианов различных за-
дач нелинейной и квантовой оптики, опуская стан-
дартные промежуточные вычисления по нахожде-
нию слагаемых S(i,j) генератора унитарного преоб-
разования и вычисление коммутаторов.

Слагаемые Ṽ (1,0)(t) и Ṽ (0,1)(t) в случае однофо-
тонных резонансов отвечают приближению враща-
ющейся волны, т.е. эффективный гамильтониан,
ограниченный этими слагаемыми,

Ṽ Eff (t) = Ṽ (1,0)(t) + Ṽ (0,1)(t)

и есть используемый в многочисленных подхо-
дах к теории открытых систем. Важное допол-
нение вносит АРТВ — отстройки от резонанса
должны быть малыми, чтобы слагаемые Ṽ (1,0)(t)

и Ṽ (0,1)(t) медленно менялись во времени. Для при-
мера: рассмотренное во Введении взаимодействие
атома с волной (4) в условиях (5) дается операто-
ром Ṽ (1,0)(t) = V S(t).

Если в качестве эффективного гамильтониана
выбрать, например, такой:

Ṽ Eff (t) = Ṽ (1,0)(t) + Ṽ (0,1)(t) + Ṽ (1,1)(t), (16)

то посредством слагаемого Ṽ (1,1)(t) он будет опи-
сывать новый канал взаимодействия и релаксации
открытой системы или подсистемы рассматривае-
мой системы. Эти процессы естественно называть

интерференционными процессами. Примеры таких
процессов приведены в следующем разделе.

АРТВ в нелинейно-оптических задачах с участи-
ем когерентных полей и пренебрежением релакса-
цией позволяют упростить получение результатов,
которые могут быть получены и методом усред-
нения Крылова–Боголюбова–Митропольского. Это
позволяет продвинуться дальше в исследованиях
резонансных и нерезонансных взаимодействий ко-
герентных полей. В частности, еще в первой работе
[13] методами АРТВ получен оригинальный эффек-
тивный гамильтониан квантовой системы, энерге-
тические состояния которой вырождены по различ-
ным ориентациям полного углового момента, опре-
делен эффективный дипольный момент в случае
вырождения энергетических уровней и учете состо-
яния поляризации когерентных волн, находящихся
в двухквантовом резонансе с атомной системой.

Наконец, АРТВ показывает, что штарковский
сдвиг энергетических уровней (9) является универ-
сальным эффектом, проявляющимся как в клас-
сических, так и квантовых полях, как в резонанс-
ных, так и в нерезонансных взаимодействиях, и во
всех задачах описывается слагаемым в эффектив-
ном гамильтониане вида Ṽ (2)(t), как в случае взаи-
модействия атома только с одним когерентным или
квантованным полем; вида Ṽ (2,0)(t), Ṽ (0,2)(t) и т.п.,
если в процессах взаимодействия атома участву-
ет более одного поля. При этом можно говорить
о специфическом штарковском взаимодействии, ко-
торое в случае двух квантовых точек проявляется
в виде механизма электромагнитно-индуцированно-
го переноса электрона от одной квантовой точки
к другой. В случае ансамбля одинаковых атомов
штарковское взаимодействие приводит к новому ти-
пу динамики локализованной открытой системе,
невинеровской динамики, основным отличием кото-
рой служат эффекты подавления коллективного из-
лучения и стабилизации возбужденного состояния.
Пример такого эффекта штарковского взаимодей-
ствия рассмотрен в разделе 4.

3. ИНТЕРФЕРЕНЦИОННЫЕ КАНАЛЫ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

3.1. Радиационные атомные столкновения

В первых работах по АРТВ [26, 27] этот метод
был применен к анализу радиационных атомных
столкновений, введенных в обсуждение Гудзенко
и Яковленко [28].

Если атомы двух сортов B и A находятся в поле
классической электромагнитной волны (4), то при
деполяризующих атомных столкновениях с при-
цельным параметром много больше размеров ато-
мов, когда траекторию пролета одного атома мимо
другого можно считать прямолинейной, возможны
процессы обмена возбуждениями [28]. Рассмотрим
случай, когда в атомах сорта B квантовый пере-
ход EB

b → EB
a является оптически разрешенным,
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а в атомах сорта A переход EA
c → EA

a оптически
запрещен. Невозбужденные атомы на нижних упо-
мянутых обозначаем как A и B. Атомы на верхних
указанных уровнях обозначаем A∗ и B∗. Тогда, при
наличии резонансного условия

~ωcl +
(

EB
b − EB

a

)

≈
(

EA
c − EA

a

)

, (17)

идет обмен возбуждениями:

B∗+A+~ωcl → A∗+B,B+A∗ → A+B∗+~ωcl. (18)

Исходный гамильтониан системы в картине Шре-
дингера таков (R — радиус-вектор относительного
движения, напряженность электрического поля (4)
и операторы дипольного момента атомов представ-
лены векторами):

H = HS−F +HS , HS−F = −Ecl(d
A + dB),

HS = HAB = HA
0 +HB

0 + UAB,

UAB =
dAdBR2 − 3(dAR)(dBR)

R5
.

(19)

Упомянутые выше операторы для каждого сор-
та атомов отмечены верхними индексами. Опера-
тор UAB представляет взаимодействие атомов раз-
ного сорта. Его можно было бы получить, рассмат-
ривая квантованное вакуумное электромагнитное
поле, но АРТВ позволяет результат такого рас-
смотрения учесть в его конечном виде отдельным
взаимодействием через UAB. Далее, полагая, что
первый верхний индекс в разложениях генерато-
ров относится к взаимодействию с классическим
полем (4), находим эффективный оператор взаимо-
действия между атомами разных сортов по форму-
лам (15). В картине Шредингера можно получить:

〈αaβa|H̃(0,2)|α′

aβ
′

a〉 =
∑

α
′

aβ
′

a

UAB
αaβa,α

′
β
′UAB

α
′
β
′
,α

′

aβ
′

a

~(ΩA
αaα

′ +ΩB
βaβ

′ )
,

〈αaβa|H̃(2,0)|α′

aβ
′

a〉 =
∑

α
′
β
′

(Ecld
A
αaα

′ δβaβ
′ + Ecld

B
βaβ

′ δαaα
′ )(E∗

cld
A
α

′
α

′

a

δβ′
β
′

a
+ E

∗
cld

B
β
′
β
′

a

δα′
α

′

a
)

~(ΩA
αaα

′ +ΩB
βaβ

′ − ωcl)
+

+
∑

α′β′

(

E
∗
cld

A
αaα′δβaβ′ + E

∗
cld

B
βaβ′δαaα′

)(

Ecld
A
α′α′

a
δβ′β′

a
+ Ecld

B
β′β′

a
δα′α′

a

)

~

(

ΩA
α0α′ +ΩB

βaβ′ + ωcl

) ,

〈αaβb|H̃(1,1)|αcβa〉 = 〈αcβa|H̃(1,1)|αaβb〉∗ =

−
∑

α
′
β
′

(E∗
cld

A
αaα

′ δβbβ
′ + E

∗
cld

B
βbβ

′ δαaα
′ )eiωcltUAB

α
′
β
′
αcβa

~(ΩA
αcα

′ +ΩB
βaβ

′ )
−

∑

α
′
β
′

UAB
αaβbα

′
β
′ (E

∗
cld

A
α

′
αc
δβ′

βa
+ E

∗
cld

B
β
′
βa
δα′

αc
)eiωclt

~(ΩA
αaα

′ +ΩB
βbβ

′ )
.

Здесь учтено, что энергетические уровни могут
быть вырожденными и квантовые числа различных
состояний, относящиеся к одной и той же энергии,
например EA

a , обозначены как αa и α
′

a, так что
EA

a = EA
αa

= EA
α

′

a

. Кроме того, использовано усло-

вие (17). Дальнейшие вычисления и проявления ра-
диационных атомных столкновений в оптических
процессах можно найти в работах [19, 26] (см. так-
же первую работу [27]).

Несмотря на сложный характер рассмотренного
взаимодействия в двухчастичной системе, оператор
H̃(2,0) показывает тот же штарковский сдвиг, что
и в простой модели (9). Оператор H̃(0,2) демонстри-
рует вклад в сдвиг энергетических уровней меж-
атомного взаимодействия, который потом, вслед-
ствие хаотичности рассмотренных атомных столк-
новений в газе, приводит к деполяризации [21],

[26–28]. Наконец специфическое интерференцион-
ное взаимодействие H̃(1,1) приводит к радиационно-
му переходу между уровнями составной двухатом-
ной системы, когда поглощается квант из внешнего
когерентного поля и используется возбуждение од-
ной из подсистем двухатомной системы для кванто-
вого перехода в другой подсистеме.

Заметим, что в случае радиационных атомных
столкновений интерференционное взаимодействие
обеспечивает нетривиальную динамику подсистем
двухатомной системы, возникающей лишь в тече-
ние атомного столкновения. В следующем пунк-
те интерференционное взаимодействие позволит си-
стему из двух подсистем рассматривать как еди-
ное целое — элементарный излучатель, локализо-
ванный в некоторой области пространства.
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3.2. Атомно-фотонный и фотонный кластеры

Поля, воздействующие на открытую систему, мо-
гут быть представлены как классическими элек-
тромагнитными полями, так и квантовыми. Если
в предыдущем пункте вместо классической элек-
тромагнитной волны рассматривать термостатное
квантованное поле, то возникает специфический ме-
ханизм релаксации атомного возбуждения одной из
подсистем [29]. В многорезонаторной квантовой па-
мяти имеются реализации [30], когда атом может
находиться в поле мод некоторого числа резонато-
ров.

3.2.1. Атомно-фотонный кластер

Пусть комбинационный резонанс двухчастотного
поля с атомом (рис. 1, в) реализован полем внешней
когерентной волны (4) частоты ω1 = ωcl и полем
фотонной моды микрорезонатора частоты ω2:

ωcl − ω2 ≈ (Ee − Eg)

~
. (20)

В задаче, в дополнение к оператору VS−F (t), вы-
писанному в разделе 2 (формула (13)), возникает
оператор взаимодействия VS(t) между элементами
системы вида:

VS(t) = γ2(ce
−iω2t + c†eiω2t)

∑

kj

dkje
iΩkj t|Ek〉〈Ej |.

(21)
Здесь c† и c — операторы рождения и уничтожения
фотона в моде резонатора.

АРТВ позволяет ввести в рассмотрение модель
искусственного излучателя [31], взаимодействие ко-
торого с когерентным полем (4) описывается опера-
тором Ṽ (1,1)(t), имеющим вид, аналогичный опера-
тору Ṽ

′

(t), рассмотренному во введении:

Ṽ
′

(t) = γ2c
†|Ee〉〈Eg |Ecle−iωcltΠeg(−ω2) +H.c.,

где использована картина Шредингера и буквы
H.c. обозначают слагаемое, эрмитово-сопряженное
предыдущему. Введен стандартный параметр тео-
рии оптических резонансных процессов [21, 25, 26]:

Πnm(ν) =
∑

j

dnjdjm
~

( 1

Ωjn + ν
+

1

Ωjm − ν

)

=

= Π∗
mn(−ν). (22)

В силу условия резонанса (17) для резонансных
атомных энергетических уровней |Eg〉 и |Ee〉 спра-
ведливо соотношение Πeg(ωcl) = Πeg(−ω2).

Эффективный гамильтониан Ṽ (1,1)(t) будет схож
с обычным оператором взаимодействия при одно-
фотонном резонансе, если ввести образующие по-
линомиальной алгебры третьего порядка [27]:

Ṽ (1,1)(t) = gX+Ecle−iωclt +H.c.,

X+ = c†R+, X− = cR−, X0 =
R3 + c†c

2
.

(23)

Здесь R± и R3 — образующие алгебры углового мо-
мента su(2), через которые эффективный оператор
резонансного взаимодействия Ṽ (1) в условиях (5)
можно записать в виде:

Ṽ (1) = gR+Ecle−iωclt +H.c.

В выписанных формулах величина g выражается
через параметры задачи, но обычно о ней говорят
просто как о константе связи.

Из представленных формул видно, что опера-
тор взаимодействия атомно-фотонного кластера
с внешним электромагнитном поле в первом по-
рядке теории возмущений по константе взаимодей-
ствия с этим полем отличается лишь заменой R±

на X±.

3.2.2. Фотонный кластер

Между двумя гармоническими осцилляторами
с частотами ω1 и ω2 (ω1 6= ω2 ) возникает естествен-
ный резонанс с классической волной (4) вида

ω1 − ω2 ≈ ωcl, (24)

выделяющий двухуровневую систему с энергия-
ми Ee и Eg, причем эти уровни относятся к раз-
ным осцилляторам. Однако такую модель взаи-
модействия с внешним электромагнитным полем
(4) невозможно реализовать, рассматривая толь-
ко гармонические осцилляторы [31, 33]. Чтобы
разрешить проблему резонансного взаимодействия
в условиях (24), в задачу необходимо ввести подси-
стему–посредник. В качестве таковой в [31] пред-
ложено взять нерезонансные атомы. Тогда если
рассмотреть только три вида взаимодействий ато-
мов — два взаимодействия атомов с осцилляторны-
ми модами ω1 (левый индекс) и ω2 (средний индекс)
и с волной (4) (правый индекс), то резонанс (24)
можно реализовать экспериментально. Такую ситу-
ацию нетрудно описать и рассчитать при помощи
АРТВ, если ввести трехиндексное разложение:

S(t) = S(1,0,0)(t) + S(0,1,0)(t) + S(0,0,1)(t) + ...,

Ṽ (t) = Ṽ (1,0,0)(t) + Ṽ (0,1,0)(t) + Ṽ (0,0,1)(t)+

+Ṽ (1,1,0)(t) + Ṽ (0,1,1)(t) + ...

(25)

Операторы Vr, r = 1, 2, учитываемые парой ле-
вых индексов, имеют вид (21), а оператор Vcl, учи-
тываемый правым индексом, имеет вид (13). В ре-
зультате нетрудно рассчитать эффективный опера-
тор Ṽ (1,1,1), отвечающий взаимодействию с такой
системой в условиях (24):
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Ṽ (1,1,1)(t) = − i

2

[

S(1,1,0)(t), Vcl(t)
]
′

− i

2

[

S(1,0,1)(t), V2(t)
]
′

− i

2

[

S(0,1,1)(t), V1(t)
]
′

−

− 1

12

[

S(1,0,0)(t),
[

S(0,1,0)(t), Vcl(t)
]]

′

− 1

12

[

S(1,0,0)(t),
[

S(0,0,1)(t), V2(t)
]]

′

− 1

12

[

S(0,1,0)(t),
[

S(1,0,0)(t), Vcl(t)
]]

′

−

− 1

12

[

S(0,1,0)(t),
[

S(0,0,1)(t), V1(t)
]]

′

− 1

12

[

S(0,0,1)(t),
[

S(1,0,0)(t), V2(t)
]]

′

− 1

12

[

S(1,0,0)(t),
[

S(0,1,0)(t), Vcl(t)
]]

′

.

(26)

Как и в предыдущем пункте, оператор Ṽ (1,1,1)

можно записать в виде (23) с операторами:

X+ = c2c
†
1, X− = c†2c1,

Ω = ω1 − ω2, g = γ1γ2Πph(ωcl)|Eg〉〈Eg|,
(27)

где c†j и cj — операторы рождения и уничто-

жения фотонов в моде j-го резонатора, причем
[

cj , c
†

j
′

]

= δj,j′ ,
[

cj , cj′
]

= 0.

В отличие от атомно-фотонного здесь операторы
X± и обсуждаемая модель дают физическую реа-
лизацию представления Йордана–Швингера алгеб-
ры su(2) [26]. Параметр Πph(ωcl) отличен от нуля
только в случае, когда у атомных состояний или их
части нет определенной четности:

Πph(ωcl) =
∑

j

(Πgj(ωcl) + Πgj(−ω1)

Ωgj + ω1 − ωcl

djg + dgj
Πjg(ωcl) + Πjg(−ω1)

Ωgj − ω1 + ωcl

)

+

+
∑

j

(Πgj(ω2) + Πgj(−ω1)

Ωgj + ω1 − ω2
djg + dgj

Πjg(ω2) + Πjg(−ω1)

Ωgj − ω1 + ω2

)

+

+
∑

j

(Πgj(ω2) + Πgj(ωcl)

Ωgj − ωcl − ω2
djg + dgj

Πjg(ω2) + Πjg(ωcl)

Ωgj + ωcl + ω2

)

. (28)

Несмотря на отсутствие вычислений, общие форму-
лы АРТВ и вид принятых операторов взаимодей-
ствия позволяют при необходимости воспроизвести
данные результаты. Такое компактное изложение
интерференционного резонансного взаимодействия
с необходимостью одновременного учета трех вза-
имодействий вряд ли возможно на основе метода
усреднений.

3.2.3. «Внутренние» интерференционные

взаимодействия

Обычно, при рассмотрении воздействия электро-
магнитного поля на атомы, молекулы, квантовые
точки, эти объекты представляются диагональны-
ми гамильтонианами, которые их описывают в от-
сутствие полей. Однако если интенсивность воздей-
ствия внешних полей достаточно велика, например
сравнима с внутриатомными полями, то необходи-
мо исходный гамильтониан разбивать на составные
слагаемые, описывающие подсистемы и их взаимо-
действия. В общей теории такие взаимодействия от-
ражены в операторе VS(t). И если в случае атомов
интенсивные поля достаточно редки в оптических
устройствах, то в случае таких объектов, как ангар-
монический осциллятор, анагармонизм необходимо

учитывать наряду с учетом взаимодействия осцил-
лятора с внешними полями. В работе [34] сформу-
лированы подобное отличие резонанса в атомной
системе от резонанса в ангармоническом осцилля-
торе. Схема АРТВ позволяет кратко передать со-
держимое работы [34] следующим образом.

Гамильтониан Hosc ангармонического осциллято-
ра можно разбить на диагональную и недиагональ-
ную части:

Hosc = ~Ωc

(

c†c+ α(c+ c†)3 + β(c+ c†)4
)

=

= Hosc−Diag +Hosc−Non−D,

Hosc−Diag = ~ΩcN +W1,

W1 = ~Ωc6β
(

N +N2
)

, N = c†c,

Hosc−Non−D = Wα +Wβ ,

Wα = ~Ωcα
(

(3cN + c3) +H.c.
)

,

Wβ = ~Ωcβ
(

(c4 − 2c2 + 4c2N) +H.c.
)

.

(29)
Оператор взаимодействия с полем (4) дается выра-
жением

Vcl = γ
(

Ecl exp(−iωclt) + E∗
cl exp(iωclt)

)(

c+ c†
)

.

(30)
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АРТВ определяется разложением (26), в котором
левый индекс отвечает константе взаимодействия
с (4). Другие индексы отмечают порядки разложе-
ния по Wα и Wβ .

Оказывается, что возможны три типа резонансов
вида

ωcl ≈
(En − E0)

~
, En = ~Ωc

[

n+ 6β(n+ n2)
]

. (31)

Это связано с тем, что нелинейности Wα и Wβ со-
стоят из слагаемых, содержащих операторы (c†)p

и (c)p, которые можно интерпретировать как опе-
раторы рождения и уничтожения p квантов внут-
ренней нелинейности. Тогда переходы с поглощени-
ем кванта классического поля ~ωcl могут сопровож-
даться с одновременным поглощением или испус-
канием квантов нелинейности p~Ωc. Тогда, помимо
основного резонанса ωcl ≈ (E1 − E0)/~, возможен
резонанс ωcl ≈ (E2 − E0)/~, когда дополнительно
берется один квант внутренней нелинейности, и он
участвует в резонансе конфигурации типа каскад.
Или берется три кванта внутренней нелинейности
в конфигурации типа «лямбда» (см. рис. 1). Важ-
ным фактором здесь является то, что переходы, вы-
званные полем (4), меняют квантовое число на еди-
ницу. В резонансе ωcl ≈ (E3 − E0)/~ имеет место
взаимодействие в конфигурации «каскад» — участ-
вуют два кванта нелинейности, а в конфигурации
«лямбда» — три кванта [34, 35]. Здесь также опе-
ратор резонансного взаимодействия имеет вид (23)
с X+ = |Ee〉〈Eg | = X†

−, где в терминах описание
резонанса в атомной системе E0 = Eg, En = Ee.

4. «МНОГОЛИКОСТЬ» ШТАРКОВСКОГО
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

4.1. Штарковское взаимодействие как
оператор электромагнитно-индуцированного

переноса электрона между квантовыми
точками

Пусть в поле классической электромагнитной
волны (4) находятся квантовые точки, некоторые
пары которых можно рассматривать как одну, ниж-
ние энергетические уровни которой локализованы
в близких областях пространства и имеют пример-
но равные энергии (рис. 2). Будем считать внешнее
поле (4) нерезонансным. Тогда оно может вызвать
нерезонансный электромагнитно-индуцированный
перенос электрона из одного места локализации
в другое ([36], рис. 2).

АРТВ здесь определяет штарковский сдвиг вы-
рожденного уровня составной квантовой точки.
Эффекты туннелирования оказываются скрытыми
в дипольных моментах. Тогда штарковское взаимо-

Рис. 2. Нерезонансный перенос электрона между кван-
товыми точками

действие получается в виде [36]:

H=
∑

s

(Es + Est
s )|Es〉〈Es|+ Λ|E2〉〈E1|+ Λ∗|E1〉〈E2|,

Est
α = −|Ecl|2

∑

i

|diα|2
( 1

Ωiα + ωcl

+
1

Ωiα − ωcl

)

,

Λ = −|Ecl|2
∑

i

|d2idi1
( 1

Ωiα + ωcl

+
1

Ωiα − ωcl

)

.

(32)
Суммирование ведется только по общим для двух
квантовых точек энергетическим уровням. Здесь
Est

α описывает обычные штарковские сдвиги уров-
ней (9), а Λ определяет оператор переноса электро-
на между квантовыми точками.

Важным здесь является учет непрерывного спек-
тра, часть которого распределена между квантовы-
ми точками. Тогда во внешнем электромагнитном
поле (4) одна составляющая штарковского сдви-
га отражает обычный сдвиг энергии частицы, дру-
гая — описывает перенос частиц между квантовы-
ми точками.

4.2. Штарковское взаимодействие как
квантовый считающий случайный процесс

Пусть ансамбль неподвижных одинаковых ато-
мов взаимодействует с широкополосным кванто-
ванным вакуумным электромагнитным полем. Опе-
ратор такого взаимодействия имеет обычный вид
(13), в котором проведены замены, учитывающие

квантованность (
[

bq, b
†

q
′

]

= δq,q′ ) и широкополос-

ность (
∑

q) поля, а также число атомов ансамбля

Na (
∑N

i=1):

Ecle−iωclt →
∑

q

Γωq
bqe

−iωqt,

|Ek〉〈Ej | →
N
∑

i=1

|Ek〉i〈Ej |i.
(33)

Здесь квантованное поле представлено оператора-
ми рождения b†q и уничтожения bq фотонов с им-
пульсом ~q и энергией ~ωq, законом дисперсии
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ωq = qc, и считаем, что ансамбль атомов лока-
лизован в области вокруг точки r = 0, |Ek〉i соб-
ственный вектор гамильтониана i–го атома. Разме-
ры области локализации много меньше характер-
ных длин волн. В случае обычного трехмерного

пространства Γq =
√

2π~ωq

l3
, l3 — объем квантова-

ния. Поляризацией и эффектами отдачи пренебре-
гаем.

Пусть в задаче имеется только одно поле (напри-
мер, в задаче об обычном сверхизлучении). Тогда

вместо разложений (14) и (25) имеем разложения
только с одним индексом. При этом в формулах
(15) VS = 0, S(0,1) = 0, а оператор VS−F дается
формулами (13) и (33). Считаем также, что толь-
ко уровни |E1〉i и |E2〉i могут быть заселенными
в начальный момент времени (задача о сверхизлу-
чении). Таким образом, эффективный гамильтони-
ан в картине Дирака определяется только величи-
нами Ṽ (1)(t) и Ṽ (2)(t). Стандартной процедурой по-
лучаем [37]

Ṽ (1)(t) =
∑

i,ω

Γωb
†
ωd12e

i(ω−Ω21)t|E1〉i〈E2|i +
∑

i,ω

Γωb
†
ωd21e

−i(ω−Ω21)t|E2〉i〈E1|i. (34)

Ṽ (2)(t) = Ṽ (St)(t) +HLamb + V Ex,

Ṽ (St)(t) =
∑

q

Γqb
†
q

∑

q
′

Γq
′ b†

q
′ e

−i(ω
q
′−ωq)t ×

∑

i,k

1

2

(

Πk (ωq) + Πk(ωq
′ )
)

|Ek〉i〈Ek|i,

HLamb =
∑

q

Γ2
q

∑

i,kj

|dkj |2
~(Ωkj − ωq)

|Ek〉i〈Ek|i,

V Ext = −
∑

q

Γ2
q

∑

i6=i
′
,kj

′

|Ek〉i〈Ej |i|Ej〉i
′

〈Ek|i
′ |dkj |2
~(ωq − Ωkj)

.

(35)

Оператор V St(t) представляет штарковское взаи-
модействие атомов с квантованным электромагнит-
ным полем, билинейное по операторам поля, когда
имеют место процессы виртуального испускания
и поглощения кванта. Оператор HLamb описывает
коллективный лэмбовский сдвиг уровней, а V Ext от-
вечает диполь-дипольному взаимодействию атомов
на расстояниях, много меньших длины волны.

Чтобы получить кинетическое уравнение для ан-
самбля атомов, необходимо учесть факт широко-
полосности и стационарности окружающих атома
электромагнитного поля. Последнее выражается
в требованиях:

〈ΨF
0 |b†qbq′ |ΨF

0 〉 = 0, 〈ΨF
0 |bqb†q′ |ΨF

0 〉 = δq,q′ ,

〈ΨF
0 |bqbq′ |ΨF

0 〉 = 〈ΨF
0 |b†qb†q′ |ΨF

0 〉 = 0,
(36)

|ΨF
0 〉 — начальное состояние электромагнитного по-

ля окружения, и полагаем вектор состояния атом-
ного ансамбля (открытой системы) и его окруже-
ния факторизован в начальный момент времени.

Если дополнительно потребовать постоянства па-
раметров Γq вблизи резонансной частоты Ω21, то с
учетом (36) операторы Ṽ 1(t) и Ṽ St(t) выражаются
через основные квантовые случайные процессы —
порождающий B+(t), уничтожающий B(t) и счита-
ющий (считывающий) Λ(t) :

b(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞

dω exp
(

− i(ω − Ω21)t
)

bω,

B(t) =

∫ t

0

dt
′

b(t
′

),

dB(t) = B(t+ dt)−B(t), dB(t)dB+(t) = dt;

(37)

Λ(t) =

∫ t

0

dt
′

b†(t
′

)b(t
′

).dΛ(t) = Λ(t+dt)−Λ(t); (38)

dΛ(t)dΛ(t) = dΛ(t), dΛ(t)dB+(t) = dB+(t),

dB(t)dΛ(t) = dB(t),

dΛ(t)dB(t) = dΛ(t)dt = dB+(t)dΛ(t) =

= dB(t)dB(t) = dB+(t)dt = dB(t)dt = dtdt = 0.
(39)

Выписанные соотношения следует понимать как ра-
венство соответствующих стохастических интегра-
лов для так называемых неупреждающих операто-
ров в качестве подынтегральных выражений [23].
Кроме того, использовано обезразмеренное время
и частоты [20, 37] t → Ω21t, ω → ω/Ω21, Ω21 → 1.
В размерных величинах была бы необходима заме-
на bω → bω/Ω21.

В результате имеем выражения

Ṽ (1)(t) = Y +dB(t) + Y dB+(t), V St(t)dt = YΛdΛ(t)

и квантовое стохастическое дифференциальное
уравнение для оператора эволюции U(t) открытой
системы и окружения в картине Дирака [20, 37]:
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dU(t) =
{

exp
(

− i(HEff−S(t)dt+ (Y +dB(t) + Y dB+(t)) + YΛdΛ(t))
)

− 1
}

U(t). (40)

С учетом алгебры Хадсона–Партасарати (37)–(39) уравнение (40) приобретает вид:

dU(t) = −iHEff−S(t)dtU(t) +
(

Y +Y e
Λ + iYΛ

(YΛ)2
Y dt+ Y +Y e

Λ

YΛ
dB(t) +

Y e
Λ

YΛ
Y dB+(t) + Y e

ΛdΛ(t)
)

U(t) (41)

Здесь Y e
Λ = e−iYΛ − 1. Невинеровские операторные множители Y e

Λ ,

Y e
Λ

YΛ
,

Y e
Λ + iYΛ

(YΛ)2
,

отличают (41) от аналогичных уравнений [23], не учитывающих штарковское взаимодействие с квантован-
ным широкополосным электромагнитным полем.

Кинетическое уравнение для ансамбля атомов ρS(t) следует из уравнения для матрицы плотности откры-
той системы и окружения ρS+Env(t) = U(t)|ΨS+Env(0)〉〈ΨS+Env(0)|U †(t) после усреднения по состояниям
окружения с учетом соотношений:

TrEnv

(

ρS+Env(t)dB(t)
)

= TrEnv

(

ρS+Env(t)dB+(t)
)

= TrEnv

(

ρS+Env(t)dΛ(t)
)

= 0.

В результате имеем кинетическое уравнение невинеровского типа [20, 37]

∂ρS(t)

∂t
= −i

[

HEff−S(t), ρ(t)
]

+
(Y e

Λ

YΛ
Y ρS(t)Y +Y e+

Λ

YΛ
+ Y +Y e

Λ + iYΛ

(YΛ)2
Y ρS(t) + ρS(t)Y +Y e+

Λ − iYΛ

(YΛ)2
Y
)

.

Это кинетическое уравнение нетрудно переписать
в форме Линдблада (1) и (2) с операторами Линдб-
лада:

L− =
Y e
Λ

YΛ
= L+

+, HAdd = Y + sinYΛ − YΛ

(YΛ)2
Y, (42)

при этом

L+L− = 2Y + 1− cosYΛ

(YΛ)2
Y. (43)

В зависимости от начального состояния ансам-
бля одинаковых атомов его переход в состояние
с меньшим на единицу возбуждением в атомной си-
стеме носит экспоненциальный характер, описывае-

мый экспонентой типа exp
(

−γγnWNat
)

с дополни-
тельным невинеровским множителем γnW , который
при некоторых значениях числа атомов Na может
обращаться в ноль вследствие соотношений типа
(43). Здесь γ — константа обычного радиационно-
го распада одного атома, а состояния атомного ан-
самбля считаются симметричными по перестанов-
кам атомов. Для случая однократно возбужденного
атомного ансамбля (так называемое W -состояние
[38], являющееся примером искусственной части-
цы с сильным штарковским взаимодействием) па-

раметр γnW = γ
(1)
nW определяется выражением:

γ
(1)
nW = 2

(

1− cos(Naη
(1)
St )

)

(

Naη
(1)
St

)2 , η
(1)
St =

|Π1(Ω21)|~
d212

,

которое демонстрирует возможность полного по-
давления коллективных процессов излучения штар-
ковским взаимодействием.

Наконец, отметим, что после выделения релакса-
ционного оператора и «скрытия» части спектра ши-
рокополосного окружения вблизи резонансной ча-
стоты в задаче появился оператор диполь-диполь-
ного взаимодействия V Ext, который в дальнейшем
можно использовать как оператор VS . Такую ситуа-
цию имеем в случае радиационных атомных столк-
новений, рассмотренную в пункте 3.1. Условием та-
кого рассмотрения является то, что скрытая часть
спектра широкополосного окружения уже не будет
учитываться в дальнейшем.

4.3. Штарковское взаимодействие как связь
различных процессов

АРТВ применяется (с использованием формул,
представленных в разделе 2) к самым разнообраз-
ным системам. Для квантованного поля резонатор-
ной моды частоты Ωc и параметра связи gc опера-
тор V St

c штарковского взаимодействия получается
из (9) при помощи замен:

Ecl → gccce
−iΩct, E∗

cl → gcc
†
ce

iΩct, Πj(ωcl) → Πj(Ωc),

V St
c (t) = g2cc

†
ccc

∑

i,j

Πj(Ωc)|Ej〉(i)〈Ej |(i).

Здесь индекс c у оператора cc уничтожения кванта
~Ωc подчеркивает принадлежность оператора к па-
раметрам резонаторной моды Ωc.
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Если кванты резонаторной моды Ωc участву-
ют во взаимодействии с квантами широкополос-
ного электромагнитного поля, то слагаемые типа
Ṽ (1,1,0,...)(t), Ṽ (1,0,1,...)(t) и т.п. можно также пред-
ставлять как операторы штарковского взаимодей-
ствия, при котором виртуально излучается (погло-
щается) фотон из одного поля, а поглощается (излу-
чается) фотон другого поля. Например, Ṽ (1,1,0,...)(t)

можно получить из Ṽ (0,0,2,...)(t), определяемой фор-
мулой (9) заменой

Ecl → gccce
−iΩct, E∗

cl →
∫

dωcΓ(ωc)b
†
ωc
eiωct,

Πk(ωcl) →
1

2

(

Πk(ωcl) + Πk(Ωc)
)

и добавлением слагаемого, эрмитово-сопряженного
полученному, т.е.

Ṽ (1,1,0,...)(t) = gccc

∫

dωcΓ(ωc)b
†
ωc
eiωct−iΩct×

×
∑

i,k

1

2

(

Πk(ωc) + Πk(Ωc)
)

|Ek〉(i)〈Ek|(i) +H.c.

Здесь также наглядно видно выделение такими про-
цессами в представлении взаимодействия шумово-
го источника из широкополосного поля окружения.
Чтобы выписанное слагаемое Ṽ (1,1,0,...)(t) медлен-
но менялось во времени, множители типа eiωct−iΩct

не должны быстро осциллировать, т.е. центральная
частота ωc шумового источника, фотоны которо-
го отмечаются нижним индексом c, должна совпа-
дать с частотой Ωc резонаторной моды ωc = Ωc.
Таким образом, штарковское взаимодействие атом-
ной подсистемы открытой системы устанавливает
связь между полями различной природы и опреде-
ляет интерференционные взаимодействия не толь-
ко для атомных подсистем, но и для резонаторных.
Это является следствием установленного правила
отбора слагаемых АРТВ, когда необходимо следить
лишь за экспоненциальными временными множите-
лями.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

АРТВ и ее универсальные формулы (10), (14),
(15) позволили относительно компактно, с возмож-
ностью воспроизведения необходимых выкладок,
описать широкий круг задач и их эффективные га-
мильтонианы. АРТВ необходимо применять к урав-
нениям открытой системы и окружения и только
затем получать кинетические уравнения и релакса-
ционные слагаемые. Это принципиально отличает
описанный подход от стандартного, стартующего
с «общего» кинетического уравнения и последую-
щего рассмотрения тех или иных приближений, свя-
занных с изменением резонансных условий, обсуж-
дения дисперсионных пределов, учета новых взаи-
модействий и т.п. В этих случаях при стандартном
подходе обычно теряются интерференционные ре-
зонансные взаимодействия. Наконец, в открытых
системах принцип отбора слагаемых АРТВ автома-
тически разбивает широкополосные поля, с кото-
рыми взаимодействует открытая квантовая систе-
ма, на совокупность независимых шумовых источ-
ников, каждый из которых служит определенным
каналом релаксации [25, 39].

Отметим плодотворность идей АРТВ в задачах,
в которых имеет место калибровочная симметрия.
Например, сходными с АРТВ методами возмож-
но получать представление нулевой кривизны од-
них нелинейных уравнений из представления нуле-
вой кривизны точно интегрируемой задачи [39, 40].
В квантовом случае также имеется система ли-
нейных уравнений [25], условия совместности кото-
рых приводят к точной диагонализации гамильто-
ниана вследствие непрерывного унитарного преоб-
разования типа (10). АРТВ можно рассматривать
как один вариант анализа этих уравнений, однако
подход, аналогичный [39, 40] и устанавливающий
связь с квантовой интегрируемостью, здесь пока
не развит.
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The algebraic resonance perturbation theory (ARPT) is formulated, general formulas of the theory are
written out, with the help of which effective Hamiltonians are concisely derived, interference interactions
are described, kinetic equations for various cases of interaction of electromagnetic radiation with quantum
systems are obtained. It is pointed out that the method of stochastic differential equations is naturally
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