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В работе рассчитаны термические и калорические свойства кристаллического аргона на ли-
нии сублимации. Для этого используется корреляционное ячеечно-кластерное разложение. На
линии сублимации имеет место монотонное возрастание объема, приходящегося на моль, а так-
же давления с ростом температуры. При этом для температур ниже 60 K давление становится
меньше давления в тройной точке в 100 раз, а затем быстро убывает. Что касается объема в рас-
чете на моль, то при температурах ниже 10 K он практически постоянен. Теплоемкость при
постоянном давлении для кристаллической фазы монотонно возрастает с ростом температуры.
Проведено сравнение теоретических данных с данными экспериментов и получено хорошее сов-
падение для всех рассмотренных областей, кроме случая теплоемкости для температур ниже
3 K, где необходимо учитывать коллективные взаимодействия.
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ВВЕДЕНИЕ

Термодинамические свойства аргона на линии
сублимации интенсивно исследуются до настояще-
го времени [1–15], хотя процесс этот начался до-
статочно давно [16–27]. На этой основе можно опи-
сать поведение основных характеристик — давле-
ния, объема в расчете на моль и теплоемкости при
постоянном давлении как функций температуры —
с хорошей степенью точности [28–34]. Но раньше
данные, в основном, относились к температурам вы-
ше 65 K [28, 29]. Для более низких температур ре-
зультаты с высокой степенью точности были полу-
чены относительно недавно [1, 2].

Для количественного описания поведения термо-
динамических свойств аргона на линии сублимации
предложен целый ряд полуэмпирических формул
[2, 29]. Но это не решает всех проблем, так как для
понимания основных свойств необходимо и описа-
ние термодинамики аргона исходя из первых прин-
ципов, то есть на основе статистической механики
[32, 33]. Эта проблема представляет не только теоре-
тический, но и практический интерес. В современ-
ных технологических процессах получения веществ
при экстремально низких температурах аргон ча-
сто встречается как примесь в кристаллическом со-
стоянии [1, 2]. Для исключения этой примеси необ-
ходимо знать термодинамические свойства аргона
на линии фазового перехода [2].

При рассмотрении сублимации мы исследуем со-
стояния при температурах ниже температуры трой-
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ной точки. Для аргона температура тройной точки
TT = 83.81 K [28]. Температура Дебая для арго-
на TD = 93 K [8, 28]. Таким образом, мы исследу-
ем состояния при температурах ниже дебаевской.
Для таких температур, как будет показано в рабо-
те, возможно использование корреляционного раз-
ложения [30, 35–37]. Исключение составляет описа-
ние поведения теплоемкости при очень низких тем-
пературах, где для количественного описания тре-
буется учет коллективных колебаний [28, 38–42].

В данной работе мы используем корреляционное
разложение по связным кластерам вплоть до тре-
тьего порядка включительно для свободной энер-
гии аргона [30, 35]. В результате находим ли-
нию сублимации. Ее положение, как показывают
расчеты, с хорошей степенью точности находится
в согласии с экспериментальными данными. Вдоль
этой линии исследуем термические и калорические
свойства кристаллической фазы аргона.

При этом для температур ниже 60 K давление
сублимации становится меньше давления в тройной
точке в 100 раз, а затем быстро убывает. По этой
причине часто давление для таких низких темпера-
тур полагают равным нулю [28, 29], что использова-
лось раньше в квазигармонической теории кристал-
ла [39].

В работе вычислена зависимость объема, прихо-
дящегося на моль, для кристаллической фазы ар-
гона на линии сублимации. С ростом температуры
молярный объем увеличивается. При этом скорость
увеличения при низких температурах (примерно,
ниже 10 K ) гораздо меньше, чем при высоких. Со-
гласие теоретических и экспериментальных данных
в рассматриваемом приближении хорошее. Найден-
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ная характеристика для линии сублимации принци-
пиально отличается от той же характеристики для
линии плавления выше тройной точки, где с ростом
температуры молярный объем уменьшается.

Что касается калорических свойств, то на ли-
нии сублимации исследовано поведение теплоем-
кости при постоянном давлении Cp. Теплоемкость
при постоянном давлении для кристаллической
фазы монотонно возрастает с ростом температу-
ры. Проведенное сравнение теоретических данных
с данными экспериментов показало хорошее сов-
падение для всех рассмотренных областей, кроме
случая теплоемкости для температур ниже 3 K,
где необходимо учитывать коллективные взаимо-
действия [28].

Найденные характеристики для линии сублима-
ции аргона позволяют найти характерные особен-
ности в поведении термического и калорическо-
го уравнений состояния аргона в данной области,
а также проанализировать полученные зависимо-
сти.

1. ЛИНИЯ СУБЛИМАЦИИ АРГОНА

Для определения линии сублимации в настоящей
работе мы будем исходить из канонического распре-
деления Гиббса [32, 33]. При данном подходе стати-
стическая термодинамика строится на основе выра-
жения для свободной энергии, позволяющего най-
ти все термодинамические свойства системы [31].
При построении теории возмущений будем следо-
вать, в основном, работам [30, 35].

Рассмотрим систему из N одинаковых молекул
аргона, заключенных в некотором макроскопиче-
ском объеме V при температуре T и взаимодей-
ствующих посредством центральных сил, характе-
ризуемых потенциалом двухчастичного взаимодей-
ствия Φ(r) . Предлагаемый в работе подход допус-
кает обобщение и на случай учета многочастичных
взаимодействий [40].

Положение i-ой молекулы аргона полностью
определенно заданием вектора qi (i = 1, 2, ..., N), де-
картовы координаты которого равны qαi (α = 1, 2, 3
).

Пусть HN — гамильтониан рассматриваемой си-
стемы. Тогда свободная энергия определяется соот-
ношением

F = −θ lnTre−
HN
θ , (1)

где θ = kT , k — постоянная Больцмана.
При сделанных выше предположениях гамильто-

ниан в (1) имеет вид

HN =
∑

1≤i≤N
α=1,2,3

− �
2

2m

∂2

∂qiα2 +
∑

1≤i<j≤N

Φ(| qi−qj |). (2)

В выражении (2) Φ(r) выбираем в виде двухпа-
раметрического потенциала Леннард–Джонса [39]
с параметрами ε и σ, m — масса молекулы. Как

показано в целом ряде работ, для аргона двухпа-
раметрический потенциал Леннард–Джонса позво-
ляет описать все основные его свойства с хорошей
степенью точности [28]. При необходимости можно
перейти к многопараметрическому потенциалу [39].
Как будет отмечено ниже, потенциальную энергию
системы можно взять и с учетом многочастичных
взаимодействий.

В данной работе рассматривается фазовый пере-
ход при температурах ниже тройной точки, в ко-
торой находятся в равновесии кристалл, имеющий
гранецентрированную кристаллическую структу-
ру, а также две однородные фазы – жидкость и газ
[31]. Для кристаллического состояния при рассмат-
риваемых температурах, как показывают оценки,
мы можем использовать больцмановскую статисти-
ку [42]. Что касается однородной фазы, то при
стремлении температуры к нулю объем в расчете на
моль стремится к бесконечности. То есть на линии
сублимации однородную фазу также можно рас-
сматривать в больцмановском приближении [34].

При построении теории возмущений будем
использовать корреляционное ячеечно-кластерное
разложение [30, 35], которое основано на методе
Урселла, предполагающем корреляционное разло-
жение для больцмановских факторов специально-
го типа [37]. Метод Урселла по сравнению с мето-
дом Майера [36] обладает большей общностью, так
как не содержит требования аддитивности парно-
го потенциала, а также естественным образом рас-
пространяется и на квантово-механические систе-
мы [42].

В рассматриваемом подходе используется разби-
ение объема системы на N одинаковых ячеек [30].
Введение ячеечной структуры в системе не накла-
дывает никаких ограничений на ее поведение. Дан-
ное разбиение используется для построения теории
возмущений [35].

Вводимое ячеечное разбиение позволяет постро-
ить теорию возмущений, обладающую целым ря-
дом преимуществ. Во-первых, она обладает боль-
шой общностью. То есть ее можно использовать
практически для всех состояний термодинамиче-
ской системы, включая область фазовых перехо-
дов [5, 31]. Во-вторых, получаемая теория возму-
щений, как правило, имеет высокую скорость схо-
димости [30].

Здесь в качестве ячеечной структуры осуществ-
ляется разбиение с помощью ячеек Вигнера-Зейтца
для гранецентрированной кристаллической решет-
ки [39], которые удобны для данной структуры [28].

В результате урселловского разложения
N -частичный больцмановский фактор, опреде-
ляющий статистическую сумму, может быть
выражен в виде ряда, члены которого образова-
ны комбинациями больцмановских факторов Wi

(1 ≤ i ≤ N ) [35], а выражение для свободной
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энергии (1) принимает вид [30]

F = −θ ln
Tr

1,...,N
WN (1, ..., N)

N !
== −θ ln

W̄N
1

N !
−

− N(N − 1)

2!W̄ 2
1

θT r
1,2

(W2(1, 2)−W1(1)W1(2)) + · · · .
(3)

В (3) i-частичные больцмановские факторы даются
стандартными соотношениями [36]

Wi = e−
1
θHi , (4)

где Hi — i-частичный гамильтониан, а

W̄1 = Tr
1

W1(1). (5)

Таким образом, полученное выражение для сво-
бодной энергии (3) с больцмановскими факторами,
определяемыми выражением (4) и W̄1, вычисляе-
мым на основе (5), позволяет построить термодина-
мику рассматриваемой системы. Это относится и к
описанию фазового перехода сублимации.

В качестве основного приближения, от которо-
го во многом зависит скорость сходимости рядов
теории возмущений [36], используем приближение
самосогласованного поля [41]. Оно позволяет есте-
ственным образом учитывать как ангармонические
члены [28], так и локализацию частиц [41].

В нашем случае, как будет показано ниже, при-
ближение самосогласованного поля, используемое
в качестве основного приближения, является необ-
ходимым для описания характерных особенностей
поведения термического и калорического уравне-
ний состояния кристаллического аргона на линии
сублимации. При этом вклады в термодинамиче-
ские свойства за счет эффекта локализации здесь
меньше, чем на линии плавления.

Для вычисления свободной энергии с точностью,
достаточной для описания фазового перехода гра-
нецентрированный кубический кристалл – однород-
ная фаза на линии сублимации [30], как показали
расчеты, в выражении (3) достаточно учитывать
корреляции до трехчастичных включительно.

При исследовании фазового перехода будем исхо-
дить из выражения для химического потенциала μ,
связанного со свободной энергией системы (3) соот-
ношением

μ =
F

N
+ pv, (6)

где v = V/N — объем в расчете на одну частицу,
p — давление, определяемое на основе выражения
для свободной энергии

p = −
(
∂F

∂V

)
θ

= −
(
∂F/N

∂v

)
θ

. (7)

Химический потенциал нам необходим в перемен-
ных p и θ, так как именно в этих переменных потен-
циал Гиббса является термодинамическим потен-
циалом [33]. Мы будем использовать соотношения

p, бар

Т,  К

Рис. 1. Зависимость давления от температуры на ли-
нии сублимации аргона. Сплошная линия — результа-
ты теоретических расчетов при учете трехчастичных
корреляций включительно. Точками обозначены экспе-
риментальные данные

(6) и (7) для параметрического задания функции
μ(p, θ), считая v параметром.

На рис. 1 приведена зависимость давления от
температуры на линии сублимации аргона. Сплош-
ная линия — результаты теоретических расчетов
при учете трехчастичных корреляций включитель-
но. Точками обозначены экспериментальные дан-
ные [2, 28]. Имеет место хорошее совпадение в этой
области рассмотрения теоретических и эксперимен-
тальных данных. При этом для температур ниже
60 K давление становится меньше давления в трой-
ной точке в 100 раз, а затем быстро убывает.

2. ТЕРМИЧЕСКИЕ И КАЛОРИЧЕСКИЕ
СВОЙСТВА НА ЛИНИИ СУБЛИМАЦИИ

Перейдем теперь к исследованию термических
и калорических свойств аргона на линии сублима-
ции. Отметим, что сама линия сублимации, опреде-
ляющая зависимость давления от температуры для
двухфазной системы кристалл–газ, является терми-
ческим уравнением [2, 31].

Обратимся теперь к расчету другого термическо-
го свойства на линии сублимации — зависимости
объема от температуры. Используя найденный ре-
зультат для линии сублимации, найдем объем из
уравнения (7).

Зависимость объема на линии сублимации для
кристаллического аргона от температуры приведе-
на на рис. 2. Сплошная линия — результаты теоре-
тических расчетов при учете трехчастичных корре-
ляций включительно. Точками обозначены экспери-
ментальные данные [2, 26, 28]. Имеет место увеличе-
ние объема, приходящегося на моль, с ростом тем-
пературы. Скорость увеличения при низких темпе-
ратурах (примерно, ниже 10 K ) существенно мень-
ше, чем при высоких. Согласие теоретических и экс-
периментальных данных в рассматриваемом при-
ближении хорошее.
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T, K

V, см  /моль3

Рис. 2. Зависимость объема на линии сублимации
для кристаллического аргона от температуры Точками
обозначены экспериментальные данные, сплошная ли-
ния — результаты теоретических расчетов

Найденное поведение объема кристаллического
аргона в расчете на моль на линии сублимации
принципиально отличается от его поведения на ли-
нии плавления выше тройной точки, где с ростом
температуры молярный объем уменьшается [28].

Вычислим теперь теплоемкость при постоянном
давлении для кристаллического аргона на линии
сублимации. Выражение для теплоемкости при по-
стоянном давлении можно вычислить на основе со-
отношения [31]

Cp = −T

(
∂2G

∂T 2

)
p

= −kθ

(
∂2G

∂θ2

)
p

(8)

где G — потенциал Гиббса. В предложенном выше
подходе (8) удобнее представить в форме [33]

Cp = −kθ

(
∂2F

∂θ2

)
V

+ kθ

(
∂2F
∂V ∂θ

)2

(
∂2F
∂V 2

)
θ

, (9)

где свободная энергия F дается соотношением (3).
В отличие от термических свойств, определяемых
на основе выражений, содержащих первые произ-
водные от свободной энергии, калорические свой-
ства требуют вычисления вторых производных. Со-
гласно (9) вторые производные от свободной энер-
гии полностью определяют теплоемкость при посто-
янном давлении.

На рис. 3 приведена зависимость теплоемкости
при постоянном давлении от температуры на линии
сублимации для кристаллического аргона. Точками
обозначены экспериментальные данные [2, 23, 28],
сплошная линия — результаты теоретических рас-
четов.

Непосредственно видно хорошее совпадение тео-
ретических результатов в рассматриваемом прибли-
жении для температур выше 3 K, то есть при уче-
те трехчастичных кластеров включительно, и экс-
периментальных данных. Что касается температур

C   p  

Nk

T, K

Рис. 3. Зависимость теплоемкости при постоянном дав-
лении от температуры на линии сублимации для кри-
сталлического аргона. Точками обозначены эксперимен-
тальные данные, сплошная линия — результаты теоре-
тических расчетов

ниже 3 K, то здесь необходимо учитывать коллек-
тивные взаимодействия [38], обеспечивающие более
плавное стремление теплоемкости к нулю.

Из рисунка видно, что с ростом температуры теп-
лоемкость при постоянном давлении для кристал-
лического аргона на линии сублимации увеличива-
ется. И здесь мы имеем принципиальное отличие
в поведении теплоемкости от ее поведение на ли-
нии плавления выше тройной точки, где с ростом
температуры теплоемкость при постоянном объеме
уменьшается [28].

Данная зависимость для теплоемкостей с ростом
температуры говорит о том, что влияние локали-
зации атомов на поведение теплоемкости для тем-
ператур ниже тройной точки существенно меньше,
чем для случая температур выше тройной точки
[39]. Поведение теплоемкости при низких темпера-
турах в основном определяется квантовыми эффек-
тами, а также ангармоническими членами. Это вид-
но и из рис. 3, где вначале теплоемкость прибли-
жается в области порядка 40 K к величине 3Nk,
а затем скорость роста теплоемкости увеличивает-
ся с ростом температуры.

Таким образом, на основе найденных закономер-
ностей можно сделать вывод, что корреляцион-
ное ячеечно-кластерное разложение для свободной
энергии с учетом членов до трехчастичных вклю-
чительно дает возможность построить термодина-
мику линии сублимации с точностью, достаточной
для описания характеристик, которые определяют-
ся вычислением как первых, так и вторых произ-
водных от свободной энергии. При этом поведение
кристалла на линии сублимации в значительной ме-
ре отличается от поведения на линии плавления.
То есть тройная точка является точкой, в которой
меняется характер поведения термических и кало-
рических свойств кристаллического состояния.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе рассчитаны термические
и калорические свойства кристаллического арго-
на на линии сублимации. Для этого использует-
ся корреляционное ячеечно-кластерное разложение
по связным кластерам вплоть до третьего порядка
включительно, на основе которого вначале построе-
на линия сублимации. Ее положение с хорошей сте-
пенью точности совпадает с экспериментальными
данными.

Точность предложенного рассмотрения оказа-
лась достаточной для вычисления термодинамиче-
ских характеристик, определяемых не только пер-
выми производными от свободной энергии, кото-
рые используются для вычисления термических
свойств, но и вторыми, используемыми для вычис-
ления калорических свойств.

Основные характеристики линии сублимации
определяются значениями свободной энергии и ее
первыми производными по объему и температуре.
Это относится и к другим термическим свойствам.
Что касается калорических свойств, которые непо-
средственно измеряются экспериментально и к ко-
торым относится теплоемкость при постоянном дав-
лении, то для их расчетов необходимы и вторые
производные от свободной энергии.

Рассчитанная теоретически линия сублимации
аргона находится в хорошем согласии с эксперимен-
тальными данными во всей обрасти рассмотрения.
Она обладает характерной особенностью— для тем-
ператур ниже 60 K давление становится меньше
давления в тройной точке в 100 раз, а затем быст-
ро убывает. По этой причине часто давление для
таких низких температур полагают равным нулю,
что использовалось раньше в квазигармонической
теории кристалла [39].

Что касается молярного объема для кристалли-
ческой фазы, то здесь также имеет место хорошее
совпадение с экспериментальными данными. С ро-
стом температуры молярный объем увеличивается.
При этом скорость увеличения при низких темпе-
ратурах (примерно, ниже 10 K ) гораздо меньше,
чем при высоких. Найденная характеристика для
линии сублимации принципиально отличается от

той же характеристики для линии плавления выше
тройной точки, где с ростом температуры моляр-
ный объем уменьшается.

На линии сублимации исследовано поведение теп-
лоемкости при постоянном давлении Cp, представ-
ляющей одно из наиболее важных калорических
свойств системы. Здесь теплоемкость при постоян-
ном давлении для кристаллической фазы монотон-
но возрастает с ростом температуры. Проведенное
сравнение теоретических данных с данными экспе-
риментов показало хорошее совпадение для всех
рассмотренных областей, кроме случая теплоемко-
сти для температур ниже 3 K, где необходимо учи-
тывать коллективные взаимодействия, обеспечива-
ющие более плавное стремление теплоемкости к ну-
лю.

Здесь мы также имеем принципиальное отличие
в поведении теплоемкости от ее поведение на ли-
нии плавления выше тройной точки, где с ростом
температуры теплоемкость при постоянном объеме
уменьшается.

На основе полученной зависимости для теплоем-
кости с ростом температуры можно заключить, что
влияние локализации атомов на поведение теплоем-
кости для температур ниже тройной точки суще-
ственно меньше, чем для случая температур выше
тройной точки.

Можно сделать вывод, что корреляционное яче-
ечно-кластерное разложение для свободной энер-
гии с учетом членов до трехчастичных включитель-
но дает возможность построить термодинамику ли-
нии сублимации с точностью, достаточной для опи-
сания характеристик, которые определяются вы-
числением как первых, так и вторых производных
от свободной энергии, то есть рассчитать не только
термические, но и калорические свойства системы.

Поведение кристалла на линии сублимации в зна-
чительной мере отличается от поведения на линии
плавления. Таким образом, тройная точка являет-
ся точкой, в которой меняется характер поведения
термических и калорических свойств кристалличе-
ского состояния.
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Thermal and Caloric Properties of Crystalline Argon along the Sublimation Line
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The thermal and caloric properties of crystalline argon along the sublimation line are calculated in the
present work. For this purpose, a correlation cell-cluster expansion is used. Along the sublimation line, there
is a monotonic increase in the molar volume, as well as in the pressure with increasing temperature. At
the same time, for temperatures below 60 K, the pressure becomes 100 times lower than the triple point
pressure, and then rapidly decreases. As for the molar volume, it remains virtually constant at temperatures
below 10 K. The heat capacity at constant pressure for the crystalline phase increases monotonically with
increasing temperature. A comparison of the theoretical data with the experimental data is performed, and
good agreement is obtained for all considered regions, except in the case of the heat capacity at temperatures
below 3 K, where collective interactions must be taken into account.
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