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Энтропия Шеннона (Больцмана–Гиббса) является фундаментом классической статистиче-
ской механики и глубокого обучения, однако она имеет сложности с описанием динамики
неэкстенсивных систем. В данной работе предлагается применение обобщённых энтропий для
построения новых фундаментальных блоков в архитектурах глубоких нейронных сетей. Пред-
ложенный подход обобщает классический слой softmax с использованием параметрических
энтропий Реньи, Тсаллиса и Шарма–Миттала. Параметры q и r контролируют форму распре-
деления: при q → 1 оптимальное распределение сходится к softmax, а при q = 2 — к sparsemax.
В частности, рассматривается вариант, соответствующий q-entmax, где адаптивность достига-
ется изменением параметра q при фиксированном r. Исследование включает получение ана-
литических выражений якобиана по параметрам q и r с целью оптимизации через методы
явного дифференцирования. Проведен сравнительный анализ с существующими подходами —
softmax, sparsemax и entmax (при q ∈ {1.25, 1.5, 1.75}). Полученные результаты демонстриру-
ют рост метрик качества относительно подходов с softmax, sparsemax и q-entmax для задачи
классификации со скоррелированными метками классов, что позволяет сделать вывод о пре-
имуществе метода на основе Шарма–Миттала для поставленной задачи.
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ВВЕДЕНИЕ

Классическая энтропия Шеннона, совпадающая
с термодинамическим подходом Больцмана–Гиб-
бса, стала прочной основой критерия кросс-энтро-

пия и нормировки softmax, переводящей выходы
глубокой сети в плотное распределение вероятно-
стей (не содержащее большое количество нулей).
При всём элегантном минимализме эта мера не опи-
сывает статистику систем с дальнодействием, сте-
пенными хвостами и фрактальной матрицей состо-
яний [1–3]. В нейронных сетях такое распределе-
ние ведёт к размыванию градиентов и потере ин-
терпретируемости. Принцип максимума энтропии
Джейнса [4] и геометрическая теория информации
Амари [5] сформировали язык, на котором удоб-
но говорить о деформациях энтропии. В этом язы-
ке работы Реньи [2, 6], Тсаллиса[1] и, шире все-
го, Шарма–Миттала [6, 7] используют дополнитель-
ную параметризацию q, r, позволяющую плавно пе-
реходить от экспоненциальных к степенным распре-
делениям. Обзор [8] отмечает характерное увеличе-
ние таких подходов в современном анализе данных.

Приложения параметрических энтропий находят
применение в широком множестве дисциплин: в ис-
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следованиях лечения мутаций энтропия Тсалли-
са повышает точность стратификации мутаций по
экспрессии генов [8, 9], а в анализе медицинских
изображений применение q-деформированных эн-
тропий улучшает сегментацию фрактальных кон-
туров опухолей на МРТ и КТ [8]. В эпидемиоло-
гии сложных сетей оценка устойчивости распро-
странения инфекций на гетерогенных графах че-
рез энтропию Тсаллиса позволяет обнаруживать
нетривиальные пороги заражения [8, 10]. В кван-
товых технологиях энтропия Реньи второго поряд-
ка (с q = 2) применяется для измерения запу-
танности и валидации квантового превосходства
[11, 12], тогда как в задачах цифровой безопасно-
сти дивергенция на основе энтропии Тсаллиса вы-
являет ботнеты и DGA-домены с большей чувстви-
тельностью, чем дивергенция Кульбака–Лейблера
[13]. Наконец, в финансах q-энтропийная риск-мера
даёт устойчивые оценки волатильности портфеля
на негауссовых рынках [8, 14], а в космологии эн-
тропия Шарма–Миттала используется для описа-
ния термодинамики чёрных дыр и аномального рас-
ширения Вселенной [8, 15]. Эти примеры демон-
стрируют универсальность адаптации параметров
q, r для широкого спектра задач, фактически за-
давая геометрию и форму оптимального распре-
деления, согласуемую с наблюдаемой статистикой
и требованиями задачи.

В данной работе мы получаем слой
SharMiX как дифференцируемое отображение
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p = SharMiX(z; q, r) из вектора выдаваемых оценок
моделью z для задачи классификации в вероят-
ностное распределение на симплексе, вычисляем
его якобиан по z для обратного распространения
ошибки, а также производные по параметрам
(q, r) [16, 17]. Лучшая конфигурация SharMiX

достигает Accuracy 0.9146 и Macro-F1 0.8863,
превосходя softmax и sparsemax при идентично-
сти установки, а также существенно опережая
entmax при разных значениях параметра q. Это
подчёркивает значимость использования SharMiX

для рассматриваемой задачи. Для энергетиче-
ской и ресурсной эффективности разреженные
трансформации sparsemax [18] и q-entmax [19]
снижают вычислительную сложность операций
и энергопотребление TPU-кластеров [20]. Рассмат-
риваемый в работе подход SharMiX, используя
два независимых параметра, обещает ещё более
впечатляющие результаты.

Уточнение аналогий между подходами.
Softmax (Гиббс-нормировка) даёт распределение
с полным носителем, при котором статистический
вес каждой компоненты строго положителен при
конечной температуре; sparsemax заменяет экс-
поненциальную нормировку на проекцию на сим-
плекс, вследствие чего часть компонент попадает
на границу и получает строго нулевой вес (носи-
тель распределения сокращается, «хвост» отсекает-
ся); q-entmax задаёт однопараметрическую траек-
торию между этими режимами и для q > 1 порож-
дает разреженные распределения. Двухпараметри-
ческая трансформация на основе Шарма–Миттала
способствует новому взгляду на предыдущие подхо-
ды, но до сих пор не имела удобных градиентов.

В разделе 1 описывается формализм энтропий Ре-
ньи и Шарма–Миттала, доказывается эквивалент-
ность якобианов и вычисляется распределение за-
дачи оптимизации. Затем в разделе 2 мы отмеча-
ем аппаратные и вычислительные тонкости экспе-
римента. Результаты продемонстрированы в разде-
ле 3.

Таким образом, в данной работе мы показываем,
что обобщение методов глубокого обучения на ос-
нове теории двухпараметрических энтропий демон-
стрирует заметное улучшение результатов в экспе-
рименте.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ
ОБОБЩЁННЫХ ЭНТРОПИЙ

1.1. Интерпретация через свободную энергию

В духе информационного подхода Джейнса эн-
тропийный критерий можно трактовать как меру
неполноты знания о системе. Вычислительно эта
неопределённость уменьшается оптимизацией пара-
метров модели методом градиентного спуска по вы-
бранному функционалу потерь. В статистической
физике критерий максимума энтропии тесно свя-
зан с понятием свободной энергии. В частности, из-

вестно, что относительная энтропия Кульбака–Лей-
блера DKL между произвольным распределением
pi и равновесным распределением p̃i эквивалентна
разности свободных энергий этих состояний (с точ-
ностью до температуры) [21, 22]. Свободная энер-
гия задаётся выражением

F = U − TS, (1)

где U =
∑

i piεi — внутренняя энергия (среднее зна-
чение энергии состояний εi), а S — энтропия си-
стемы. Минимизация свободной энергии F из фор-
мы (1) при фиксированной температуре T приводит
к равновесному распределению Больцмана–Гиббса

p
(eq)
i ∝ exp(−εi/T ) и при этом

T DKL(p‖p̃) = F [p]− F [p̃], (2)

то есть DKL выражает выигрыш (уменьшение) сво-
бодной энергии согласно (2). Таким образом, стан-
дартная энтропия Шеннона выступает мерой «от-
далённости» состояния от равновесия через призму
избыточной свободной энергии.

Обобщённый функционал Шарма–Миттала так-
же можно рассматривать с этой физической точ-
ки зрения. Его энтропия Hr,q(p) вводится как двух-
параметрическое семейство (см. п. 2.3) и включа-
ет в качестве предельных случаев энтропии Реньи
и Тсаллиса. Функция свободной энергии в таком
случае может быть задана как

FSM [p] = U [p] − T Hr,q(p). (3)

В выражении (3) параметр T задаёт относитель-
ный вес энтропийного члена, как и в каноническом
ансамбле: при увеличении T минимум FSM сме-
щается в сторону более «размазанного» распреде-
ления. Параметры q и r, в свою очередь, дефор-
мируют саму энтропию Hr,q, т. е. меняют кривиз-
ну и форму функционала FSM [p] как «ландшаф-
та» над множеством распределений p; это приводит
к изменению положения и геометрии минимума да-
же при фиксированном T . Такое деформирование
действует в вариационной постановке аналогично
изменению температуры в выражении соотношения
«энергия–энтропия», однако параметр q не являет-
ся температурой и не предполагается функцией T :
в неэкстенсивной статистике q рассматривается как
независимый параметр, связанный с неаддитивно-
стью/корреляциями и (в ряде моделей) с флуктуа-
циями интенсивных величин, в частности темпера-
туры [23–25]. Экстремум FSM по p при заданных
ограничениях определяет обобщённое равновесие,
которое характеризуется распределением, максими-
зирующем энтропию Шарма–Миттала при фикси-
рованном U .

В общем случае функционал FSM можно трак-
товать как обобщённую свободную энергию систе-
мы, и разность FSM [p] − FSM [p(eq)] характеризует
отклонение p от обобщённого термодинамического
равновесия. Однако важным нюансом является вы-
бор параметров q, r: в пределе q, r → 1 энтропия
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Шарма–Миттала сводится к классической и её от-
носительная энтропия действительно равна разно-
сти свободных энергий между начальной инициали-
зации системы и обновлённой её копией с помощью
градиентного спуска. Вне этого предела прямая ин-
терпретация относительной энтропии Шарма–Мит-
тала как разности свободных энергий требует осто-
рожного обращения — дополнительные члены, свя-
занные с неэкстенсивностью, не позволяют столь
же просто представить функционал как разность
F двух состояний.

Тем не менее, сами термодинамические величины
в обобщённом формализме сохраняют аналоги: вво-
дятся параметризация энергии параметрами r и q,
энтропия Hr,q и сопряжённая температура (часто
обозначаемаяΘ), так что справедливо соотношение

dFSM = −Θ dHr,q + dU, (4)

где U — работа поля внешних сил, оптимизирую-
щих систему.

Подобно случаю Реньи, для которого показано
соответствие между энтропией и свободной энерги-
ей системы при изменении температуры [2], функ-
ционал Шарма–Миттала можно рассматривать как
свободную энергию эффективной системы с «де-
формированной» статистикой. Формулируя в тер-
минах нейронной сети, логиты zi, используемые
в модели (например, выходы нейронной сети до
softmax-нормировки), аналогично энергии εi опре-
деляют вероятность pi ∼ expq,r(−εi/T ) через обоб-
щённую экспоненту. В этом смысле оптимизация
с учетом обобщённой энтропии эквивалентна до-
стижению баланса между энергией и энтропией
в неэкстенсивной термодинамике системы.

Такой физический взгляд помогает интерпрети-
ровать поведение модели. В каноническом форма-
лизме уменьшение температуры T делает распре-
деление Больцмана–Гиббса более концентрирован-
ным на низкоэнергетических состояниях. В нашей
постановке параметр T аналогично задаёт относи-
тельный вес энтропийного вклада. Параметры q
и r действуют иначе: они деформируют сам эн-
тропийный функционал Hr,q и тем самым меня-
ют кривизну и форму функционального «ландшаф-
та» FSM [p] на симплексе вероятностей, что при-
водит к смещению минимума и изменению кон-
центрации/разреженности оптимального распреде-
ления даже при фиксированном T . При значениях
q → 1 восстанавливается больцмановско–гиббсов-
ский случай (softmax), тогда как при движении q
в сторону 2 (в рамках нашей модели) реализуется
режим, близкий к sparsemax (с сокращением носи-
теля). Поэтому изменение q можно трактовать как
«эффективное охлаждение» ландшафта в смысле
усиления реализации наиболее вероятных компо-
нент, так как q не является температурой и не пред-
полагается функцией T : в неэкстенсивной статисти-
ке q рассматривается как независимый индекс, ко-
торый в ряде моделей связывают с флуктуациями
интенсивного параметра (например, β) в рамках су-
перстатистики [24].

1.2. Эквивалентность якобианов для энтропий
Тсаллиса и Реньи

В нашей статье мы решаем задачу максимизации
энтропии на симплексе:

max
p∈∆N

{

p
⊤
z+H(p)

}

, (5)

где ∆N = {p ∈ R
N : pi ≥ 0,

∑

i pi = 1} и H(p) могут
быть выбраны как энтропия Реньи или Тсаллиса.

Отметим, что энтропия Тсаллиса задается следу-
ющим выражением:

HTsallis
q (p) =

1

q − 1

(

1−

N
∑

i=1

pqi

)

(6)

и в реализации функции entmax записывается как

HTsallis
q (p) =

1

q(q − 1)

N
∑

i=1

(

pi − pqi

)

, (7)

что эквивалентно стаднартному определению с точ-
ностью до множителя.

Энтропия Реньи задаётся выражением

HRényi
q (p) =

1

1− q
ln
(

N
∑

i=1

pqi

)

. (8)

Поскольку логарифм является монотонной функ-
цией, оптимизация задачи

max
p∈∆N

{

p
⊤
z+H(p)

}

(9)

при использовании HTsallis
q (p) или HRényi

q (p) приво-
дит к одному и тому же оптимальному распреде-
лению. В частности, условия оптимальности Ка-
руша–Куна–Такера [26–28] для обеих энтропий при-
водят к соотношению

zi +
∂

∂pi
H(p) = λ, ∀ i с pi > 0, (10)

что после явного вычисления производной дает
(с точностью до множителя):

p⋆i ∝ [ zi − τ ]
1

q−1

+ , (11)

где [x]+ = max{x, 0} и τ — порог, обеспечивающий
нормировку

∑

i pi = 1.
Таким образом, оптимальное распределение в на-

шем подходе имеет вид:

p⋆ =
[ z − τ ]

1

q−1

+

∑

j [ zj − τ ]
1

q−1

+

, (12)

независимо от того, используется ли энтропия Тсал-
лиса или Реньи. При вычислении градиентов по вы-
ходу последнего слоя глубокой сети z для этого оп-
тимального распределения получаются одинаковые
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якобианы с точностью до масштабирующих посто-
янных.

Эти результаты подтверждаются в работах [16,
29], где подробно анализируется связь между обоб-
щёнными энтропиями Тсаллиса и Реньи, а также
в классической статье [1] и в обзоре [6]. Кроме того,
анализ энтропии Шарма–Миттала [7] показывает,
что при выборе параметров r и q (в обозначениях
Masi [30]) энтропия Шарма–Миттала может перей-
ти в энтропию Реньи, что дополнительно подтвер-
ждает эквивалентность оптимальных распределе-
ний и их градиентных свойств.

Таким образом, для задач, где применяется опти-
мизация вида

p
⊤
z+H(p), (13)

выбор между энтропией Тсаллиса и энтропией Ре-
ньи не влияет на оптимальное распределение, а сле-
довательно, и на форму якобиана по выходу послед-
него слоя глубокой сети. Это позволяет использо-
вать любую из мер в зависимости от удобства ре-
ализации, что особенно важно для построения раз-
реженных активационных слоёв в глубоких нейрон-
ных сетях [16, 19].

1.3. Энтропия Шарма–Миттала
и оптимизация параметров q и r

Энтропия Шарма–Миттала представляет собой
двухпараметрическое обобщение функционалов эн-
тропий Реньи и Тсаллиса и задаётся выражением

Hr,q(p) =
1

1− r





(

N
∑

i=1

pqi

)

1−r

1−q

− 1



 , (14)

где q и r — параметры, контролирующие форму эн-
тропии согласно статье [7]. При r → 1 энтропия
Шарма–Миттала сходится к энтропии Реньи, а при
r → q — к энтропии Тсаллиса. Это обобщение поз-
воляет гибко регулировать форму распределения,
получаемого в результате максимума энтропии, по-
скольку изменение параметра q ведёт к переходу от
softmax (при q → 1) к sparsemax (при q = 2) [29].

Задача оптимизации в данном случае имеет вид

max
p∈∆N

{

p
⊤
z+ γ Hr,q(p)

}

, (15)

где γ — коэффициент регуляризации. Анализ усло-
вий оптимальности с использованием метода мно-
жителей Лагранжа приводит к тому, что оптималь-
ное распределение имеет тот же вид:

pi =
[zi − τ ]

1

q−1

+

∑N
j=1 [zj − τ ]

1

q−1

+

, (16)

но порог τ теперь неявно зависит от обоих парамет-
ров q и r. Для вычисления градиентов по парамет-
рам, таких как ∂p

∂q
и ∂p

∂r
, можно использовать ме-

тод неявного дифференцирования уравнения нор-
мировки

f(τ, q, r, z) =
N
∑

i=1

pi(τ, q, r, z)− 1 = 0, (17)

что позволяет получить аналитические выражения
якобиана. Эти выражения обеспечивают возмож-
ность оптимизации параметров q и r с использова-
нием стандартных оптимизаторов первого порядка,
таких как Adam [31], и второго, таких, как K-FAC
[32] и LBFGS [33] при условии, что параметры за-
даны как обучаемые и корректно ограничены (на-
пример, с помощью параметризации) [16, 17].

Таким образом, несмотря на различия в исход-
ных определениях, энтропия Реньи имеет логариф-
мический вид, а энтропия Тсаллиса — степенной,
их оптимальные решения в задаче максимума эн-
тропии совпадают (с точностью до постоянных ко-
эффициентов). Это приводит к тому, что градиен-
ты по входам z (якобианы) для обеих мер эквива-
лентны, что подтверждается аналитически и экс-
периментально [19, 29]. Дополнительное обобщение
в виде энтропии Шарма–Миттала позволяет еще
гибче настраивать форму распределения, что осо-
бенно полезно в сложных системах, где требуется
оптимальность выхода.

1.4. Вывод якобиана по параметру q для
параметрической энтропии

Рассмотрим вывод на примере энтропии Реньи.
Этот результат будет совпадать и для случаев Тсал-
лиса и Шарма–Миттала (при варьировани парамет-
ра r последнего).

Пусть оптимальное распределение, полученное
в результате решения задачи

max
p∈∆N

{

p
⊤
z+ λHRényi

q (p)
}

, (18)

имеет вид

p∗i (q) =
[(q − 1)(zi − τ(q))]

1

q−1

+

∑N

j=1 [(q − 1)(zj − τ(q))]
1

q−1

+

, (19)

где [x]+ = max{x, 0} и пороговое значение, обеспе-
чивающее τ(q) нормировку:

N
∑

i=1

p∗i (q) = 1. (20)

Для удобства введём обозначение:

F (q, zi, τ(q)) =
1

q − 1
log [(q − 1)(zi − τ(q))] , (21)

так что можно записать:

p∗i (q) = exp
(

F (q, zi, τ(q))
)

. (22)
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Чтобы получить производную
∂p∗

i

∂q
, применим

правило дифференцирования экспоненты:

∂p∗i
∂q

= p∗i (q) ·
∂F

∂q
. (23)

Найдем теперь ∂F
∂q

. Поскольку

F (q, zi, τ(q)) =
1

q − 1
log
[

(q − 1)(zi − τ(q))
]

, (24)

получаем, используя правила дифференцирования
частного и правило дифференцирования сложной
функции,

∂F

∂q
= −

1

(q − 1)2
log
[

(q − 1)(zi − τ(q))
]

+

+
1

q − 1
·

1

(q − 1)(zi − τ(q))
×

×

[

(zi − τ(q)) − (q − 1)
∂τ(q)

∂q

]

. (25)

Упростим полученное выражение:

∂F

∂q
=

1

(q − 1)2
×

×
[zi − τ(q) − (q − 1)τ ′(q)

zi − τ(q)
−log

(

(q−1)(zi−τ(q))
)]

,

(26)

где мы обозначили τ ′(q) = ∂τ(q)
∂q

.

Окончательное выражение для производной оп-
тимального распределения по параметру q для тех
случаев, где p∗i (q) > 0, имеет вид:

∂p∗i
∂q

= p∗i (q) ·
1

(q − 1)2

[zi − τ(q) − (q − 1)τ ′(q)

zi − τ(q)
−

− log
(

(q − 1)(zi − τ(q))
)]

. (27)

При p∗i (q) = 0 производная принимается равной ну-
лю.

Значение τ ′(q) можно определить через неявное
дифференцирование уравнения нормировки:

f(q, τ(q)) =

N
∑

i=1

p∗i (q)− 1 = 0. (28)

Дифференцируя это уравнение по q, получаем

∂f

∂q
+

∂f

∂τ
τ ′(q) = 0, (29)

и, соответственно,

τ ′(q) = −

∂f
∂q

∂f
∂τ

. (30)

Аналитическое выражение для τ ′(q), как правило,
имеет сложную форму, его можно вычислять либо

аналитически, либо приближённо с использованием
методов неявного дифференцирования [16, 29].

Таким образом, полученное выражение для
∂p∗

i

∂q

демонстрирует, что якобиан по параметру q зави-
сит как от значений выхода последнего слоя глубо-
кой сети zi и оптимального порога τ(q), так и от
неявной зависимости τ ′(q). Это позволяет коррект-
но распространять градиенты по параметру q в за-
дачах обучения, где q является обучаемым парамет-
ром адаптивных активаций (например, в контексте
q-entmax) [17, 19].
Замечание. Следует отметить, что данное вы-
ражение имеет корректное поведение в пределе
q → 1 (когда энтропия Реньи переходит в энтро-
пию Шеннона) и обеспечивает непрерывность об-
ратного распространения, несмотря на неявную
зависимость τ(q).

1.5. Ландшафты оптимизации и аналогия
со спиновыми стёклами

Минимизируемые функции в машинном обуче-
нии часто обладают множеством локальных экстре-
мумов. Это роднит их с энергическими ландшафта-
ми спиновых стёкол — физических систем с беспо-
рядочно взаимодействующими спинами. Спиновое

стекло характеризуется «шероховатым» ландшаф-
том свободной энергии с бесчисленным множеством
локальных минимумов, разделённых высокими ба-
рьерами. Система в спиновом стекле не может лег-
ко перейти из одного минимума в глобальный мини-
мум из-за метастабильности: существуют долгожи-
вущие состояния, в которых система «застревает».

В формализме статистической механики такое
поведение описывается методом реплик и наруше-
нием симметрии реплик [34, 35]. Паризи пока-
зал [36–38], что для полного описания равновесно-
го состояния спинового стекла требуется иерархия
реплик, характеризующая распределение перекры-
тий между различными метастабильными состо-
яниями. Множество локальных минимумов («чи-
стых состояний») образует иерархическую структу-
ру, где разные решения модели (конфигурации спи-
нов или параметры нейросети) слабо связаны друг
с другом. Каждое метастабильное состояние мож-
но рассматривать как экстремальную компоненту
равновесной смеси, и нарушение симметрии реплик
формализует статистическое множество таких со-
стояний. Для того, чтобы отличать метастабильное
состояние от стабильного, вводится понятие слож-
ности ландшафта — функции Σ(f), показываю-
щей логарифмическую плотность числа локальных
экстремумов с данным уровнем свободной энергии
f . В спиновых стёклах Σ(f) > 0 в стеклянной фазе,
что указывает на экспоненциально большое число
локальных минимумов и называется мультиэкстре-
мальностью ландшафта.

Важно подчеркнуть, что аналогичные явления
могут возникать при оптимизации функционала
Шарма–Миттала в сложных моделях. Неэкстен-
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сивность и дополнительная параметризация (q, r)
приводят к тому, что функция потерь становит-
ся негладкой. При некоторых значениях q (напри-
мер, при q > 1) энтропийный член может делать
функцию невогнутой, открывая возможность мно-
жества локальных максимумов оптимизационной
цели. В результате поиск оптимума распределения
или параметров модели сталкивается с «шерохова-
тым» ландшафтом: присутствуют многочисленные
стационарные точки — локальные минимумы и сёд-
ла, разделённые барьерами по функции потерь, по-
добно фазе спинового стекла.

Метастабильность в таком ландшафте проявля-
ется как чувствительность алгоритма оптимизации
к начальной инициализации: различные запуски
градиентного спуска могут приводить к разным ло-
кальным решениям, аналогично тому, как спиновое
стекло при быстром охлаждении может попадать
в разные застеклованные состояния.

Заметим, что в контексте глубокого обучения
подобные аналогии уже проводились. Например,
в работе [39] было показано, что при увеличении
размерности сети динамика обобщения испытыва-
ет фазовый переход от «эргодичного» режима к ре-
жиму с замороженной ошибкой, напоминающий пе-
реход к спиново-стекольному состоянию. В недав-
ней работе [40] обсуждается, как широкий мини-
мум функции ошибки (flat minimum) можно интер-
претировать как область с большим числом эквива-
лентных решений, аналогично вырожденным состо-
яниям в спиновом стекле. В целом ландшафт обуче-
ния нейросети может обладать «стекольными» чер-
тами и дополнительная энтропийная регуляриза-
ция (например, внедрение функции Шарма–Митта-
ла) способна как сглаживать ландшафт, так и при
неудачном выборе параметров q, r вводить новые
локальные минимумы.

Следует подчеркнуть, что оптимизация с функ-
ционалом Шарма–Миттала индуцирует эффект
нескольких минимумов, сходный со спиновым стек-
лом, когда параметры q, r уходят от экстенсив-
ного случая. Так, при больших q выходное рас-
пределение модели становится более разреженным

(sparse), отдавая нулевую вероятность некоторым
классам подобно «замораживанию» степеней свобо-
ды. Это может привести к появлению плоских об-
ластей в функции потерь (где изменение некоторых
вероятностей не влияет на качество — аналог сте-
пенной вырожденности состояний). Одновременно
в других областях параметров могут возникать рез-
кие переходы (бифуркации оптимального решения
при небольшом изменении q или r), что типично
для фазовых переходов второго рода в стеклообраз-
ных системах.

Таким образом, при оптимизации обобщённого
функционала Шарма–Миттала модель может всту-
пать в режим, аналогичный спиновому стеклу,
с большим числом практически эквивалентных оп-
тимальных состояний. Это объясняет наблюдение
о возможном снижении эффективности обучения
при некоторых значениях q и r: ландшафт целе-

вой функции становится сложным, «зарубежным»
для стандартных методов оптимизации, требуя,
возможно, специальных приёмов (например, отжи-
ге параметра q от 1 к требуемому значению посте-
пенно, по аналогии с отжигом, чтобы избегать по-
падания в неправильный минимум).

1.6. Итог теоретической части

Анализ показал, что оптимальное распределение,
получаемое при максимизации

p
⊤
z+H(p), (31)

имеет вид:

pi =
[zi − τ ]

1

q−1

+

∑

j [zj − τ ]
1

q−1

+

, (32)

где выбор меры энтропии (Реньи, Тсаллиса или
Шарма–Миттала) определяет интерполяцию меж-
ду softmax и sparsemax [1, 2, 7]. При q → 1 решение
сходится к классическому softmax, а при q = 2 —
к sparsemax [29]. Экспериментальное исследование
подтверждает, что аналитические выражения яко-
биана по входам z и параметрам энтропии позволя-
ют эффективно оптимизировать модели глубокого
обучения, обеспечивая адаптивность и интерпрети-
руемость получаемых распределений [16, 19].

Использование неявного дифференцирования
для получения градиентов по параметрам q и r
является важным шагом для обучения таких обоб-
щённых слоёв, что открывает возможности приме-
нения методов неэкстенсивной термодинамики для
построения новых фундаментальных блоков в ар-
хитектурах глубоких нейронных сетей [3]. Данный
подход позволяет моделям самостоятельно выби-
рать оптимальную форму распределения вероятно-
стей, что особенно важно при работе с система-
ми, обладающими сложной структурой и взаимо-
действиями.

Подводя итоги теоретической части, можно сде-
лать вывод о том, что обобщённый функционал
Шарма–Миттала через призму свободной энергии
связывает вероятностное распределение с энергети-
ческим состоянием системы, позволяя трактовать
обучение как процесс термодинамической релак-
сации. Аналогии с теорией спиновых стёкол про-
ливают свет на структуру ландшафта оптимиза-
ции — множественные оптимумы и метастабильные
состояния, потенциально возникающие при опре-
делённых параметрах q, r, объясняются фрустра-
цией и сложностью, присущей неэкстенсивным си-
стемам. Эти физические явления дополняют тео-
ретическую основу использования функционала
Шарма–Миттала в задачах оптимизации и глубо-
кого обучения, указывая пути для дальнейших ис-
следований методами статистической физики слож-
ных систем.
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2. МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

2.1. Признаки неэкстенсивности набора
данных

• Структура словаря. Частоты токенов под-
чиняются степенному закону Ципфа.

• Классовая асимметрия. В наборе данных
US Airline [41] отрицательных твитов почти
вдвое больше, чем позитивных. Такой дисба-
ланс соответствует левому тяжёлому хвосту
распределения тональности.

В экстенсивной термодинамике подобные хвосты
приводят к расходимости моментов, тогда как
в формализме Тсаллиса и Шарма–Миттала их есте-
ственно описывают дополнительные параметры,
придающие больший вес редким событиям.

Вычислительный алгоритм строится так, чтобы
выделить вклад двухпараметрической активации
SharMiXq,r без маскировки архитектурными дета-
лями. Используется корпус D = {(xi, yi)}

14640
i=1 тек-

стов, трёхклассовая разметка yi ∈ {0, 1, 2}. Пре-
добработка ограничена лемматизацией и усечени-
ем до L = 20 токенов; итоговый словарь содержит
V = 7 ,3 · 103 уникальных форм.

2.2. Базовая модель

Сеть сведена к минимуму:

x
Embed, d=128
−−−−−−−−−→ e1:L

Mean
−−−→ ē ∈ R

128 Linear
−−−−→

Linear
−−−−→ z ∈ R

3 σ
−→ p, (33)

где σ выбирается из трёх семейств:

1. softmax (q → 1);

2. α-entmax (q = α ∈ (1, 2]);

3. предложенная SharMiXq,r.

Все варианты реализованы единым классом
CustomActivationLoss, обеспечивающим непроти-
воречивый интерфейс к autograd.

2.3. Проекция на симплекс
и явные производные

Оптимальное распределение

p⋆ = arg max
p∈∆n

〈

p, z
〉

+ λHq,r(p) (34)

получается бисекционной процедурой
entmax_bisect [16]. Функция project_entmax

(O(n log ε−1)) сохраняет монотонность; для
Шарма–Миттала используется тот же шаг, разли-
чие входит лишь в норму ‖p‖q,r при вычислении
градиента.

Для обратного распространения выписаны ана-
литические градиенты:

∂pi
∂zj

= p 2−q
i

(

δij −
p 2−q
j

∑

k p
2−q
k

)

,
∂Ω

∂q
,
∂Ω

∂r
. (35)

Класс SharmaMittalFunction инкапсулирует
формулы, что снижает потребление памяти по
сравнению с численной дифференциацией.

2.4. Обучение, метрики и отчёт

• Сплит: 80% обучение, 20% проверка, тестовая
выборка фиксируется сидом 42.

• Оптимизатор Adam, шаг 1 · 10−3; параметры
q, r обучаются с пониженным шагом 1 · 10−4

и жёстко ограничиваются 1.01 ≤ q, r ≤ 2.

• Клиппинг градиента: ‖∇θ‖2 ≤ 1.

• Число эпох: 10; батч: 64; поиск па-
раметров по сетке инициализаций
(q0, r0) ∈ {1.25, 1.5, 1.75}2, то есть девять
конфигураций.

Качество оценивается двумя показателями:

Accuracy =
1

|T |

∑

(x,y)∈T

I{y = argmax p},

Macro-F1 =
1

3

2
∑

c=0

F1c.

(36)

Дополнительно фиксируется доля нулевых коор-
динат ρ = 1

|T |

∑

i

∣

∣{pi,j = 0}
∣

∣/n, характеризующая

разреженность. Все числа усреднены по трём пе-
резапускам; доверительный интервал не превыша-
ет 0.3%.

На рис. 1 демонстрируется убываение функций
потерь при увеличении эпохи, что служит хоро-
шим показателем выучиванием исследуемой систе-
мой знаний об используемом наборе данных.

2.5. Итог методики эксперимента

Предложенная схема изолирует вклад энтропий-
ного слоя: одинаковая архитектура, общий опти-
мизатор и строгие формулы градиента позволя-
ют напрямую сопоставлять softmax ↔ entmax ↔
↔ SharMiX и отслеживать «фазовый переход»
к разреженному вниманию при увеличении q, r.
Результаты (см. разд. 3) подтверждают, что ана-
литические градиенты по (q, r) ускоряют сходи-
мость и повышают интерпретируемость без потерь
по точности.
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Рис. 1. Зависимость значения функции потерь на обучающей выборке от номера эпохи для методов ShaMiX(q, r)
[SM], Softmax и Sparsemax

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Результаты эксперимента представлены в табли-
це.

Основные выводы по итогам сравнения подходов:

• Адаптация параметров. Даже начиная с оди-
накового q0, обучение уводит q⋆ в диапазон
[1.45, 1.94], а r⋆ в [1.43, 1.92], что демонстри-
рует необходимость двухпараметрической на-
стройки.

• Лидеры. Максимальная точность достигается
при инициализации (1.25, 1.75), а максималь-
ный Macro-F1 — при (1.50, 1.50). Обе модели
превосходят softmax на ≈ 2 п.п.

• Провал entmax. Однопараметрическая семей-
ство не справляется с перекалибровкой хво-
стов (accuracy ∼0.60), что подчёркивает роль
второго параметра r.

Таким образом, при выборе классического набо-
ра обучающих данных из Интернета, обучаемой
модели с минимальным количеством параметров,
идентичными условиями эксперимента обучения
мы можем утверждать, что выигрыш в плане об-
щих метрик машиного обучения для задачи клас-
сификации был обеспечен предложенной нами но-
вой функцией потерь на основе распределения
Шарма–Миттала.

Для наглядности таблица представлена также
в графическом виде (рис. 2). Видно, что при фик-
сированном r0 увеличение q0 от 1.25 к 1.5 почти не
ухудшает метрики, тогда как при q0 = 1.75 наблю-
дается заметное падение Macro-F1 (наиболее выра-
женное для r0 = 1.5), что согласуется с эффектом
избыточной разреженности при слишком смещён-
ной инициализации q к значению 2.

Таблица . Итоговые метрики на тестовой выборке
(Twitter US Airline). В скобках слева указана инициали-

зация (q0, r0), через стрелку — выученные параметры
(q⋆, r⋆). Лучшая ячейка каждой секции набрана полу-
жирным шрифтом

Sharma–Mittal Accuracy Macro-F1

(1.25, 1.25)→ (1.4626, 1.4325) 0.9129 0.8856

(1.25, 1.50)→ (1.4614, 1.6818) 0.9122 0.8848

(1.25, 1.75)→ (1.4542, 1.9206) 0.9146 0.8852

(1.50, 1.25)→ (1.7026, 1.4324) 0.9088 0.8811

(1.50, 1.50)→ (1.7002, 1.6765) 0.9126 0.8863

(1.50, 1.75)→ (1.6846, 1.9081) 0.9122 0.8860

(1.75, 1.25)→ (1.9411, 1.4332) 0.8924 0.8567

(1.75, 1.50)→ (1.9362, 1.6712) 0.8839 0.8326

(1.75, 1.75)→ (1.9266, 1.9095) 0.9071 0.8749

Базовые слои

softmax 0.8952 0.8592

sparsemax 0.9006 0.8687

entmax1.25 0.6001 0.4472

entmax1.50 0.5929 0.4521

entmax1.75 0.5970 0.4595

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе предложено обобщение энтро-
пийных слоёв для глубокого обучения на осно-
ве двухпараметрической энтропии Шарма–Митта-
ла. Теоретический анализ показал, что оптималь-
ные распределения, полученные при максимиза-
ции обобщённых энтропий, естественно интерполи-
руют между классическим softmax и разрежённым
sparsemax в зависимости от параметров q и r.

Было получено аналитическое выражение для
якобианов по входам и параметрам (q, r), что позво-
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Рис. 2. Графическое представление результатов табл.: зависимость Accuracy (сплошные линии) и Macro-F1 (пунк-
тир) от инициализации q0 при фиксированных значениях r0 ∈ {1.25, 1.5, 1.75}

лило внедрить эффективное и стабильное обучение
новых активационных слоёв. Применение методов
неявного дифференцирования обеспечило коррект-
ное распространение градиентов, открыв возмож-
ность для совместной оптимизации формы распре-
деления внимания в нейронных сетях.

Экспериментальное исследование на корпусе тек-
стов показало, что предложенная трансформа-
ция SharMiXq,r превосходит классические softmax
и sparsemax по метрикам точности и Macro-F1.
Оптимальные значения параметров (q⋆, r⋆) значи-
тельно отклоняются от исходной инициализации,
что подчёркивает важность двухпараметрической

адаптации. Обобщённая трансформация позволила
сохранить баланс между точностью и разрежённо-
стью выходных распределений.

Таким образом, использование энтропии
Шарма–Миттала в качестве обучаемого слоя
представляет собой перспективный путь для
создания адаптивных и энергоэффективных ар-
хитектур глубоких нейронных сетей. Будущие
направления работы включают исследование
применения предложенного слоя в более слож-
ных задачах внимания, последовательностной
обработки и графовых нейросетях.
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Activation functions for deep learning based on generalized entropies
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The Shannon (Boltzmann–Gibbs) entropy is the foundation of classical statistical mechanics and deep
learning; however, it encounters difficulties in describing the dynamics of non-extensive systems. In this
paper, we propose the application of generalised entropies to construct new fundamental blocks for deep
neural network architectures. The proposed approach generalises the classical softmax layer by employing
the parametric entropies of Rényi, Tsallis, and Sharma–Mittal. The parameters q and r control the shape of
the distribution: as q → 1, the optimal distribution converges to softmax, whereas at q = 2 it converges to
sparsemax. In particular, we consider a variant corresponding to q-entmax, in which adaptivity is achieved
by varying the parameter q while keeping r fixed. The study includes the derivation of analytical expressions
for the Jacobian with respect to the parameters q and r for optimisation via explicit differentiation methods.
A comparative analysis is carried out against existing approaches — softmax, sparsemax, and entmax (for
q ∈ {1.25, 1.5, 1.75}). The results demonstrate improved performance metrics relative to softmax, sparsemax,
and q-entmax on a classification task with correlated class labels, leading to the conclusion that the
Sharma–Mittal-based method is advantageous for this problem.
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