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Получены конечно-разностная и интегральная формы релятивистских квазипотенциальных
уравнений в конфигурационном представлении для волновой функции нуклона в рамках его
кварк–дикварковой модели. В рамках этой модели нуклон рассматривается как двухчастичная
составная система, в которой кварк имеет спин 1/2, а дикварк — спин 0. Найдены приближен-
ные решения задачи рассеяния и спектральной задачи для радиальной волновой функции
s-состояния нуклона в кварк–дикварковой модели с кулоновским (хромодинамическим) потен-
циалом. Определено условие квантования энергетических уровней нуклона, отвечающее куло-
новскому хромодинамическому потенциалу. Получено выражение для релятивистского поро-
гового ресуммирующего S-фактора нуклона и исследованы его свойства. Установлены новые
закономерности поведения порогового S-фактора нуклона, обусловленные спинами и разли-
чием масс кварков, формирующих нуклон. Рассмотрение проведено в рамках релятивистско-
го квазипотенциального подхода, основанного на ковариантной гамильтоновой формулировке
квантовой теории поля, путем перехода от импульсной формулировки в пространстве Лоба-
чевского к трехмерному релятивистскому конфигурационному представлению для случая со-
ставной системы двух релятивистских спиновых частиц произвольных масс.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследование влияния спинов и различия масс
кварков на свойства физических характеристик ре-
лятивистских связанных систем, например порого-
вых ресуммирующих факторов, является и в насто-
ящее время актуальным. В частности, исследова-
нию влияния спинов и различия масс кварков на
свойства пороговых ресуммирующих S-факторов
для псевдоскалярных, векторных и псевдовектор-
ных мезонов были посвящены работы [1, 2]. В этих
работах были установлены новые закономерно-
сти и эффекты поведения пороговых ресуммирую-
щих S-факторов для псевдоскалярных, векторных
и псевдовекторных мезонов, обусловленные спина-
ми и различием масс кварков, образующих мезоны.
Очевидно, что поведение порогового ресуммирую-
щего S-фактора нуклона также должно зависеть
от спинов и различий масс кварков, образующих
нуклон.

Настоящая работа посвящена нахождению при-
ближенных аналитических решений релятивист-
ских квазипотенциальных (РКП) уравнений для ра-
диальной волновой функции s-состояния нуклона
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в рамках его кварк–дикварковой модели. В рамках
этой модели нуклон рассматривается как связанная
система кварка и дикварка, взаимодействие между
которыми осуществляется посредством кулоновско-
го (хромодинамического) потенциала:

V (r) = −αs

r
, αs > 0. (1)

В рамках этой же кварк–дикварковой модели с ку-
лоновским хромодинамическим потенциалом (1) бу-
дет получено выражение для релятивистского поро-
гового ресуммирующего S-фактора и исследованы
его свойства. В нашем исследовании мы ограничим-
ся кварк–дикварковой моделью нуклона, в которой
кварк имеет спин 1/2, а дикварк — спин 0. Нахож-
дение аналитических решений РКП-уравнений для
волновых функций и порогового ресуммирующего
S-фактора нуклона в рамках его кварк–дикварко-
вой модели, в которой кварк имеет спин 1/2, а ди-
кварк — спин 1, планируется рассмотреть в одной
из следующих работ.

Отметим, что кварк–дикварковая модель нукло-
на имела достаточно успешное применение для опи-
сания структурных функций нуклона (см., напри-
мер, работы [3–8]).

Рассмотрение проводится в рамках РКП-подхо-
да Логунова–Тавхелидзе [9], построенного на ос-
нове ковариантной одновременной формулировки
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проблемы двух тел в квантовой теории поля. Мы
будем использовать вариант ковариантного РКП-
подхода [10, 11], который не связан с формализ-
мом Бете–Солпитера и ковариантным формализ-
мом Фейнмана–Дайсона, а использует гамильтоно-
ву формулировку квантовой теории поля [12–14].
Используемый РКП-подход непосредственно свя-
зан с возможностью представить полную энер-
гию двух релятивистских спиновых частиц про-
извольных масс m1,m2 в с.ц.и. в виде выраже-
ния, пропорционального энергии одной эффектив-
ной релятивистской частицы массы m′ =

√
m1m2.

При этом РКП-подход, разработанный в [10, 11],
позволяет перейти от импульсной формулировки
в пространстве Лобачевского к трехмерному реля-
тивистскому конфигурационному представлению
(r-представление), введенному в [15] для случая
взаимодействия двух релятивистских частиц рав-
ных массm. Для случая составной системы двух ре-
лятивистских спиновых частиц произвольных масс
m1,m2, который мы здесь рассматриваем, переход
от импульсной формулировки в пространстве Лоба-
чевского к трехмерному r-представлению был раз-
работан в работах [16, 17]. Два варианта ковариант-
ных РКП-подходов Логунова–Тавхелидзе [9] и Ка-

дышевского [10, 11] являются одними из эффектив-
ных ковариантных методов описания связанной си-
стемы двух релятивистских частиц и они нашли
широкое применение для описания свойств атомов,
адронов и ядер как связанных состояний (см., на-
пример, работы [18–29]).

1. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ВОЛНОВОЙ
ФУНКЦИИ НУКЛОНА В СОСТАВНОЙ

КВАРК–ДИКВАРКОВОЙ МОДЕЛИ

В рамках кварк–дикварковой модели нук-
лон имеет массу m1, 4-импульс p1 (k1) и спин
σ1 = σ′

1 = ±1/2, а бесспиновый дикварк с массой
m2, 4-импульсом p2 (k2) имеет спин σ2 = σ′

2 = 0.
С помощью правил шпурионной диаграммной
техники [10, 12–14, 17] уравнение для вершинной
функции нуклона с 4-импульсом Q, вектором 4-ско-
рости λQ = (λ0Q;λQ) = Q/

√
Q2 = λK = K/

√
K2,

Q2 = (q1 + q2)
2 = sq = M2

Q, K2 = (k1 + k2)
2,

спином sN = 1/2 и его проекцией τN = ±1/2 после
разложения по спиновым состояниям кварка и бес-
спинового дикварка и суммирования по σ′

1 = ±1/2
запишется в виде

Γαβ (p1, p2;λQτQ;Q) =
1

(2π)3

∫
dτK dk1 dk2

4k10k20
Vαγ

(
p1, p2;λQτQ|k1, k2;λQτK;Q2

)
×

× (k̂1 +m1)
γδ Γδβ (k1, k2;λQτK;Q)

τK − iε
δ(4)(−Q+ k1 + k2 − λQτK), (2)

где α, ..., δ — спинорные индексы; k̂1 = kµ1 γµ, γµ —
матрицы Дирака (µ = 0, 1, 2, 3), квазипотенци-
ал Vαγ

(
p1, p2;λQτQ|k1, k2;λQτK;Q2

)
, отвечающий

в первом приближении одноглюонному обмену
КХД, для случая бесспинового дикварка имеет вид
(см., например, работу [6])

Vαγ
(
p1, p2;λQτQ|k1, k2;λQτK;Q2

)
=

= −(γσ)αγ(k2 + p2)σ×
× V

(
p1, p2;λQτQ|k1, k2;λQτK;Q2

)
, (3)

где V
(
p1, p2;λQτQ|k1, k2;λQτK;Q2

)
— скалярная ло-

кальная часть квазипотенциала, а следовательно,
вершинная функция представится в виде

Γαβ (p1, p2;λQτQ;Q) = δαβΓQ (p1, p2;λQτQ) , (4)

где ΓQ (p1, p2;λQτQ) — скалярная часть вершинной
функции, причем все 4-импульсы ki, i = 1, 2 (или
pi, qi) принадлежат верхним по́лам массовых гипер-
болоидов1:

k2i = k2i0 − k2
i = m2

i , i = 1, 2. (5)

1 Здесь и всюду мы используем систему единиц, в которой
положено: ~ = c = 1.

✠p2, m2, σ2

■
p1, m1, σ1

✲
λQτQ

✛

Q, sN = 1/2, τN

=

✠
p2, m2, σ2

✠
k2, m2, σ

′
2

■

p1, m1, σ1

k1, m1, σ
′
1

■

✲
λQτQ

✲
λQτK

✛

Q, sN = 1/2, τN

Рис. 1. Графическое уравнение для вершинной функ-
ции кварк–дикварковой составной системы, соответ-
ствующее правилам шпурионной диаграммной техники

Уравнению (2) отвечает его графический ана-
лог на рис. 1, на котором сплошные линии соот-
ветствуют нуклону и его составляющим: кварку
с 4-импульсами p1, k1 и бесспиновому дикварку c
4-импульсами p2, k2; штриховые линии отвечают
квазичастицам-шпурионам, а блок диаграмм, обо-
значенный на рис. 1 трапецией, а в уравнении (2) —
через Vαγ

(
p1, p2;λQτQ|k1, k2;λQτK;Q2

)
, рассматри-

вается как квазипотенциал, которому соответству-
ет сумма неприводимых в смысле одношпурионных
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и двухчастичных рассечений диаграмм.
В данном подходе скалярная часть вершинной

функции ΓQ (p1, p2;λQτQ) представляет собой четы-
рехвостку, у которой два внешних импульса колли-
неарны в силу выбора вектора 4-скорости составной
частицы λQ = Q/MQ. Значит, как и для состав-
ной системы двух спиновых частиц, которые нахо-
дятся в состоянии движения с относительным орби-
тальным моментом J , скалярная часть вершинной
функции ΓQ (p1, p2;λQτQ) будет зависеть только от
одного скалярного лоренц-инвариантного парамет-
ра, в качестве которого выберем Qp2 и введем, как
обычно, следующие обозначения (подробности см.,
например, в работе [1]):

ΓQ(p1, p2;λQτQ) = ΓMQ
(Qp2),

V
(
p1, p2;λQτQ|k1, k2;λQτK;Q2

)
= V (Qp2,Qk2;MQ) .

Тогда уравнение (2) с учетом выражений (3)–(5)

принимает вид

ΓMQ
(Qp2) = − 1

16(2π)3

∫
dτKdk1dk2√

m2
1 + k2

1

√
m2

2 + k2
2

×

× V (Qp2,Qk2;MQ)Sp
[
(k̂2 + p̂2)(k̂1 +m1)

]
×

× ΓMQ
(Qk2)

τK − iε
δ(4) (−Q+ k1 + k2 − λQτK) . (6)

Далее, в уравнении (6) необходимо выполнить ин-
тегрирования по k1, τK. Для этого в интегралах по
ki (i = 1, 2), как и в спиновом случае [1], выполним
чистое преобразование Лоренца («буст») Λ−1

λQ
, со-

ответствующее 4-скорости составной частицы λQ,
и воспользуемся инвариантностью δ(4)-функции
в (6) относительно чистого преобразования Ло-
ренца. В результате уравнение (6) преобразуется
к виду

ΓMQ
(∆p2,m2λQ

) =
1

16(2π)3

∫
d∆k2,m2λQ

∆0
k1,m1λQ

∆0
k2,m2λQ

V (∆p2,m2λQ
,∆k2,m2λQ

;MQ)×

×Sp
[
(∆̂k2,m2λQ

+ ∆̂p2,m2λQ
)(∆̂k1,m1λQ

+m1)
] ΓMQ

(∆k2,m2λQ
)

MQ −√s∆k2,m2λQ
+ iε

,

(7)

где были введены обозначения

ΓMQ
(Qp2) = ΓMQ

(∆p2,m2λQ
), V (Qp2,Qk2;MQ) = V (∆p2,m2λQ

,∆k2,m2λQ
;MQ),

∆k1,m1λQ
= −∆k2,m2λQ

, ∆0
k1,m1λQ

=
√
m2

1 +∆2
k2,m2λQ

, ∆0
k2,m2λQ

=
√
m2

2 +∆2
k2,m2λQ

,

причем ∆ki,miλQ
и ∆0

ki,miλQ
(i = 1, 2) — пространственная и временная компоненты 4-вектора

Λ−1
λQ
ki = ∆ki,miλQ

из пространства Лобачевского, моделями которого служат поверхности массовых ги-

перболоидов (5), а группа Лоренца является их группой движения, т.е.

Λ−1
λQ

ki = ∆ki,miλQ
= ki(−)miλQ = ki − λQ

(
ki0 −

ki · λQ

1 + λ0Q

)
,

(Λ−1
λQ
ki)

0 = ∆0
ki,miλQ

= ki0λ
0
Q − ki · λQ =

√
m2

i +∆2
ki,miλQ

, i = 1, 2.

(8)

Также было учтено, что Qp2 — лоренцевый ска-
ляр (Qp2 = Λ−1

λQ
(Qp2) = MQ∆

0
p2,m2λQ

), полная
энергия двух свободных релятивистских частиц√
sk =

√
(k1 + k2)2 является инвариантом при пре-

образованиях Лоренца (8):

√
sk = Λ−1

λQ

√
sk =

√
s∆k2,m2λQ

=

=
√
m2

1 +∆2
k2,m2λQ

+
√
m2

2 +∆2
k2,m2λQ

,

а выражение для шпура после преобразований Ло-
ренца (8) принимает вид

Sp
[
(∆̂k2,m2λQ

+ ∆̂p2,m2λQ
)(∆̂k1,m1λQ

+m1)
]
=

= 4 (∆k1,m1λQ
∆k2,m2λQ

+∆k1,m1λQ
∆p2,m2λQ

) .
(9)

Напомним, что рассматриваемый здесь РКП-под-
ход [10, 11] для случая взаимодействия двух реляти-
вистских спиновых частиц произвольных масс m1

и m2 позволяет ввести концепцию эффективной ре-
лятивистской частицы [16, 17], которая выступает
в качестве двухчастичной связанной системы, име-
ет массу m′ =

√
m1m2, относительный 3-импульс

∆k′,m′λQ
и несет полную энергию двух свободных

релятивистских частиц произвольных масс
√
sk,

пропорциональную энергии ∆0
k′,m′λQ

одной эффек-

тивной релятивистской частицы массы m′:

√
sk =

√
(k1 + k2)2 = 2g′∆0

k′,m′λQ
,

∆0
k′,m′λQ

=
√
m′2 +∆2

k′,m′λQ
,

(10)

где фактор g′, зависящий от отношения масс квар-
ка и дикварка, определяется выражением

g′ =
m′

2µ
=
m1 +m2

2
√
m1m2

=
1

2

(√
m1

m2
+

√
m2

m1

)
, (11)

в котором µ = m1m2/(m1+m2) — приведенная мас-
са двух частиц произвольных масс.
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Для перехода от двухчастичной задачи к одночастичной в уравнении (7) выполним замену переменных
вида (подробности можно найти в работах [1, 30, 31])

∆k′,m′λQ
=

∆k2,m2λQ

|∆k2,m2λQ
|


∆2

k2,m2λQ
−



m1

√
m2

2 +∆2
k2,m2λQ

−m2

√
m2

1 +∆2
k2,m2λQ

m1 +m2




2


1/2

, (12)

из которого следует обратное преобразование

∆k2,m2λQ
= g′∆k′,m′λQ

√
4µ2 +∆2

k′,m′λQ

m′2 +∆2
k′,m′λQ

, (13)

и соотношения
√
m2

1 +∆2
k2,m2λQ

= g′f−1
+ (∆k′,m′λQ

),
√
m2

2 +∆2
k2,m2λQ

= g′f−1
− (∆k′,m′λQ

)

m1 = m′
(
g′ +

√
g′2 − 1

)
, m2 = m′

(
g′ −

√
g′2 − 1

)
приm1 > m2;

√
m2

1 +∆2
k2,m2λQ

= g′f−1
− (∆k′,m′λQ

),
√
m2

2 +∆2
k2,m2λQ

= g′f−1
+ (∆k′,m′λQ

),

m1 = m′
(
g′ −

√
g′2 − 1

)
, m2 = m′

(
g′ +

√
g′2 − 1

)
приm1 < m2;

d∆k2,m2λQ√
m2

2 +∆2
k2,m2λQ

√
m2

1 +∆2
k2,m2λQ

= g′
d∆k′,m′λQ√
m′2 +∆2

k′,m′λQ

f(∆k′,m′λQ
),

(14)

где

f±(∆k′,m′λQ
) =

√
m′2 +∆2

k′,m′λQ

m′2 +∆2
k′,m′λQ

±m′
√
m′2 − 4µ2

, f(∆k′,m′λQ
) =

√
4µ2 +∆2

k′,m′λQ

m′2 +∆2
k′,m′λQ

. (15)

Тогда, выполнив в уравнении (7) замену переменных вида (12), (13) и учитывая соотношения (9), (10), (14)
и (15), полностью ковариантное РКП-уравнение в пространстве импульсов для волновой РКП-функции
ΨMQ

(∆p′,m′λQ
) запишется в виде

1

2m′
(2∆0

q′,m′λQ
− 2∆0

p′,m′λQ
)ΨMQ

(∆p′,m′λQ
) =

=
1

(2π)3

∫
dΩ∆k′,m′λQ

Ṽ
(
∆p′,m′λQ

,∆k′,m′λQ
; ∆0

q′,m′λQ

)
Âsd (∆p′,m′λQ

,∆k′,m′λQ
) ΨMQ

(∆k′,m′λQ
),

(16)

где волновая РКП-функция в пространстве импульсов для кварк–дикварковой системы определена как
в спиновом, так и в бесспиновом случаях [1, 30, 31] выражением

ΨMQ
(∆p′,m′λQ

) =
f(∆p′,m′λQ

)ΓMQ
(∆p′,m′λQ

)

23/2
√
m′
(
2∆0

q′,m′λQ
− 2∆0

p′,m′λQ
+ iε

)

и введены обозначения

Ṽ
(
∆p′,m′λQ

,∆k′,m′λQ
; ∆0

q′,m′λQ

)
= f(∆p′,m′λQ

)V
(
∆p′,m′λQ

,∆k′,m′λQ
; ∆0

q′,m′λQ

)
,

Âsd (∆p′,m′λQ
,∆k′,m′λQ

) =
1

4


g′2

(
∆0

k′,m′λQ

m′

)2

− g′2 +
1

2


−

−1

8
g′2

(∆p′,m′λQ
(−)∆k′,m′λQ

)
0

m′
+

1

4
g′2

∆0
p′,m′λQ

∆0
k′,m′λQ

m′2
.

(17)

Величина (∆p′,m′λQ
(−)∆k′,m′λQ

)0 в (17) в соответствии с преобразованиями Лоренца (8) есть временная
компонента 4-вектора передачи импульса в пространстве Лобачевского:

(∆p′,m′λQ
(−)∆k′,m′λQ

)
0
=

∆p′,m′λQ
∆k′,m′λQ

m′
,
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а релятивистский трехмерный элемент объема в пространстве Лобачевского определяется выражением

dΩ∆k′,m′λQ
=
m′d∆k′,m′λQ

∆0
k′,m′λQ

, (18)

причем теперь все 4-импульсы принадлежат верхней поле́ массового гиперболоида

∆02
k′,m′λQ

−∆2
k′,m′λQ

= m′2,

которая погружена в 4-мерное импульсное пространство и служит моделью этого релятивистского неев-
клидова пространства импульсов, а группа Лоренца на этой поверхности является его группой движения,
осуществляющей трансляцию в этом пространстве импульсов. Роль плоских волн, соответствующих этим
трансляциям в пространстве Лобачевского, выполняют функции Шапиро [32, 33]:

ξ(∆p′,m′λQ
, r) =

(
∆0

p′,m′λQ
−∆p′,m′λQ

· n
m′

)−1−ir/λ′

, (19)

где λ′ = 1/m′ — комптоновская длина волны эффективной релятивистской частицы массы m′, а модуль
радиуса-вектора r (r = rn , |n| = 1) является релятивистским инвариантом. Эти функции соответствуют
главной серии унитарных неприводимых представлений группы Лоренца и в нерелятивистском пределе
(|∆p′,m′λQ

| ≪ 1/λ′, r ≫ λ′) ξ(∆p′,m′λQ
, r) → exp(i∆p′,m′λQ

· r). Кроме того, функции (19) удовлетворяют
условиям полноты и ортогональности

1

(2π)3

∫
dΩ∆p′,m′λQ

ξ(∆p′,m′λQ
, r)ξ∗(∆p′,m′λQ

, r′) = δ(r′ − r),

1

(2π)3

∫
drξ(∆q′,m′λQ

, r)ξ∗(∆p′,m′λQ
, r) =

∆0
q′,m′λQ

m′
δ(∆p′,m′λQ

−∆q′,m′λQ
)

(20)

и уравнению в терминах конечных разностей
(
Ĥ0 − 2∆0

p′,m′λQ

)
ξ(∆p′,m′λQ

, r) = 0. (21)

Здесь

Ĥ0 = 2m′

[
ch

(
iλ′

∂

∂ r

)
+
iλ′

r
sh

(
iλ′

∂

∂ r

)
− λ′2

2r2
∆θ,ϕ exp

(
iλ′

∂

∂ r

)]
(22)

— оператор свободного гамильтониана, являющийся конечно-разностным оператором, построенным из
операторов сдвига exp (±iλ′∂/∂ r), в то время как ∆θ,ϕ — его угловая часть.

Переход в r-представление осуществляется с помощью преобразований Шапиро [32, 33]:

ψMQ
(r) =

1

(2π)3

∫
dΩ∆p′,m′λQ

ξ(∆p′,m′λQ
, r)ΨMQ

(∆p′,m′λQ
),

ΨMQ
(∆p′,m′λQ

) =

∫
drξ∗(∆p′,m′λQ

, r)ψMQ
(r).

(23)

Для случая локального квазипотенциала

Ṽ (∆p′,m′λQ
,∆k′,m′λQ

; ∆0
q′,m′λQ

) ≡ Ṽ
(
(∆p′,m′λQ

(−)∆k′,m′λQ
)2; ∆0

q′,m′λQ

)
(24)

квадрат вектора передачи импульса в пространстве Лобачевского ∆p′,k′ = p′(−)k′ является лоренцевым
инвариантом, что, согласно (8), позволяет представить его в виде

∆2
p′,k′ = (p′(−)k′)2 = (∆p′,m′λQ

(−)∆k′,m′λQ
)
2
= ∆2

∆p′,m′λQ
,∆k′,m′λQ

.

Следовательно, квазипотенциал (24) в пространстве Лобачевского зависит от квадрата разности двух кова-
риантно определенных векторов импульса частиц. С таким квазипотенциалом правая часть уравнения (16)
с учетом выражения (17) представляет собой свертку в пространстве Лобачевского, что позволяет приме-
нить к нему преобразования Шапиро (23). Тогда, применяя к уравнению (16) преобразования Шапиро (23)
и используя теорему сложения для релятивистских плоских волн (19),

∫
dωnξ (∆p′,m′λQ

(−)∆k′,m′λQ
, r) =

∫
dωnξ(∆p′,m′λQ

, r)ξ∗ (∆k′,m′λQ
, r) , (25)
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условие полноты в (20), уравнение (21), а также учитывая эрмитовость оператора свободного гамильто-
ниана (22), получим конечно-разностную форму РКП-уравнения в r-представлении для волновой РКП-
функции кварк–дикварковой связанной системы:

1

2m′
(2∆0

q′,m′λQ
− Ĥ0)ψMQ

(r) = V
(
r; ∆0

q′,m′λQ

) 1
4



g′2
(
Ĥ0

2m′

)2

− g′2 +
1

2



ψMQ
(r)−

− 1

8
g′2

[
Ĥ0

2m′
V
(
r; ∆0

q′,m′λQ

)
]
ψMQ

(r) +
1

4
g′2

Ĥ0

2m′

[
V
(
r; ∆0

q′,m′λQ

) Ĥ0

2m′
ψMQ

(r)

]
. (26)

Здесь оператор Ĥ0 определен в (22), а потенциал V (r; ∆0
q′,m′λQ

), являясь локальным в смысле геометрии
Лобачевского, дается в терминах тех же релятивистских плоских волн:

V (r; ∆0
q′,m′λQ

) =
1

(2π)3

∫
dΩ∆∆

p′,m′λQ
,∆

k′,m′λQ

ξ(∆∆p′,m′λQ
,∆k′,m′λQ

, r)Ṽ
(
(∆∆p′,m′λQ

,∆k′,m′λQ
)2; ∆0

q′,m′λQ

)
.

При том же условии локальности квазипотенциала применение к уравнению (16) преобразований Шапи-
ро (23) и использование теоремы сложения (25) для релятивистских плоских волн (19) приводит к ин-
тегральной форме РКП-уравнения в r-представлении для волновой РКП-функции кварк–дикварковой
связанной системы:

1

(2π)3

∫
dΩ∆p′,m′λQ

(∆0
q′,m′λQ

−∆0
p′,m′λQ

)

m′
ξ(∆p′,m′λQ

, r)

∫
dr′ξ∗(∆p′,m′λQ

, r′)ψMQ
(r′) =

= V
(
r; ∆0

q′,m′λQ

) 1

(2π)3

∫
dΩ∆p′,m′λQ

1

4



g′2
(
∆0

p′,m′λQ

m′

)2

− g′2 +
1

2



 ξ(∆p′,m′λQ
, r)×

×
∫
dr′ξ∗(∆p′,m′λQ

, r′)ψMQ
(r′)− 1

8
g′2

[
Ĥ0

2m′
V
(
r; ∆0

q′,m′λQ

)
]
ψMQ

(r)+

+
1

4
g′2

Ĥ0

2m′

[
V
(
r; ∆0

q′,m′λQ

) 1

(2π)3

∫
dΩ∆p′,m′λQ

∆0
p′,m′λQ

m′
ξ(∆p′,m′λQ

, r)

∫
dr′ξ∗(∆p′,m′λQ

, r′)ψMQ
(r′)

]
. (27)

Далее, считая потенциал сферически симметричным и используя разложение волновой РКП-функции
ψMQ

(r) по функциям Лежандра первого рода P ν
µ (z),

ψMQ
(r) =

∞∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1)iℓ
ϕℓ(r, χ

′)

r
Pℓ

(
∆q′,m′λQ

· r
|∆q′,m′λQ

|r

)
,

выполним в (26) и (27) выкладки в полной аналогии с выводом в [1, 34–36] конечно-разностной и инте-
гральной форм уравнения для радиальной волновой РКП-функции связанной системы двух спиновых
или бесспиновых кварков произвольных масс с относительным орбитальным моментом ℓ. В результате
получим конечно-разностную и интегральную формы РКП-уравнения в r-представлении для радиальной
волновой РКП-функции кварк–дикварковой связанной системы с относительным орбитальным моментом
ℓ в виде

(
chχ′ − Ĥrad

0,ℓ

)
ϕℓ(ρ, χ

′) = V (ρ;χ′)
1

4

[
g′2
(
Ĥrad

0,ℓ

)2
− g′2 +

1

2

]
ϕℓ(ρ, χ

′)−

− 1

8ρ
g′2
[
Ĥrad

0,ℓ ρV (ρ;χ′)
]
ϕℓ(ρ, χ

′) +
1

4
g′2Ĥrad

0,ℓ

[
V (ρ;χ′)Ĥrad

0,ℓ ϕℓ(ρ, χ
′)
]
, (28)
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2

π

∞∫

0

dχ(shχ)2ℓ+2 (chχ′ − chχ)
(−1)ℓ+1

ρ(ℓ+1)

[(
d

d chχ

)ℓ
sin ρχ

shχ

](
d

d chχ

)ℓ
1

shχ

∞∫

0

dρ′
ρ′ sin(ρ′χ)

(−ρ′)(ℓ+1)
ϕℓ(ρ

′, χ′) =

= V (ρ;χ′)
2

π

∞∫

0

dχ(shχ)2ℓ+2 1

4

[
g′2 ch2 χ− g′2 +

1

2

]
(−1)ℓ+1

ρ(ℓ+1)

[(
d

d chχ

)ℓ
sin ρχ

shχ

]
×

×
(

d

d chχ

)ℓ
1

shχ

∞∫

0

dρ′
ρ′ sin(ρ′χ)

(−ρ′)(ℓ+1)
ϕℓ(ρ

′, χ′)− 1

8ρ2
g′2
[
Ĥrad

0,ℓ ρV (ρ;χ′)
]
ϕℓ(ρ, χ

′)+

+
1

4ρ
g′2Ĥrad

0,ℓ



ρV (ρ;χ′)

2

π

∞∫

0

dχ(shχ)2ℓ+2 chχ
(−1)ℓ+1

ρ(ℓ+1)

[(
d

d chχ

)ℓ
sin ρχ

shχ

]
×

×
(

d

d chχ

)ℓ
1

shχ

∞∫

0

dρ′
ρ′ sin(ρ′χ)

(−ρ′)(ℓ+1)
ϕℓ(ρ

′, χ′)




 , (29)

где

Ĥrad
0,ℓ = ch

(
i
d

dρ

)
+

ℓ(ℓ+ 1)

2ρ(ρ+ i)
exp

(
i
d

dρ

)

— радиальная часть оператора свободного гамильтониана (22), ρ = r/λ′, χ′ — быстрота, которая парамет-
ризирует импульс и энергию:

∆q′,m′λQ
= m′ shχ′n∆q′,m′λQ

, |n∆q′,m′λQ
| = 1,

√
s =MQ = 2g′∆0

q′,m′λQ
,∆0

q′,m′λQ
= m′ chχ′, (30)

а функция (−ρ)(ℓ) = iℓΓ(ℓ + iρ)/Γ(iρ) называется обобщенной степенью [15], где Γ(z) — гамма-функция.

2. РАДИАЛЬНАЯ ВОЛНОВАЯ РКП-ФУНКЦИЯ S-СОСТОЯНИЯ НУКЛОНА
В СОСТАВНОЙ КВАРК–ДИКВАРКОВОЙ МОДЕЛИ С ХРОМОДИНАМИЧЕСКИМ

ПОТЕНЦИАЛОМ

Радиальная волновая РКП-функция s-состояния (ℓ = 0) кварк–дикварковой связанной системы с ку-
лоновским (хромодинамическим) потенциалом (1), не содержащая i-периодических констант, может быть
найдена как решение интегрального уравнения (29), которое при относительном орбитальном моменте
ℓ = 0 и с потенциалом (1) принимает вид

2

π

∞∫

0

dχ (chχ′ − chχ) sin ρχ

∞∫

0

dρ′ sin(ρ′χ)ϕ0(ρ
′, χ′) =

= −2α̃′
s

π

∞∫

0

dχ
1

4

[
g′2 ch2 χ− g′2 +

1

2

]
sin ρχ

ρ

∞∫

0

dρ′ sin(ρ′χ)ϕ0(ρ
′, χ′) +

α̃′
s

8ρ
g′2ϕ0(ρ, χ

′)−

− α̃′
s

4
g′2Ĥrad

0,ℓ=0


 2

π

∞∫

0

dχ chχ
sin ρχ

ρ

∞∫

0

dρ′ sin(ρ′χ)ϕ0(ρ
′, χ′)


 , α̃′

s = αsm
′. (31)

Подчеркнем, что кулоновскому потенциалу (1)
в импульсном пространстве Лобачевского соответ-
ствует его образ

Ṽ (χ∆) ∼
1

χ∆ shχ∆
,

где квадрат переданного 4-импульса t связан
с быстротой χ∆ соотношением

t = (P −Q)2 = −Q2 = 2M2 (1− chχ∆) . (32)

При больших −t = Q2 в соответствии с вы-
ражением (32) быстрота χ∆ ≈ ln(Q/M)2 и,

следовательно, потенциал Ṽ (χ∆) ведут себя как
[(Q/M)2 ln(Q/M)2]−1, что воспроизводит главное
поведение потенциала в КХД, который в лиди-
рующем порядке пропорционален ᾱs(Q

2)/Q2, где
ᾱs(Q

2) — инвариантный заряд. Такое КХД-подоб-
ное поведение кулоновского (хромодинамического)
потенциала (1) в РКП-подходе впервые было отме-
чено в работе [37], причем в случае γµ ⊗ γµ он яв-
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ляется определяющим [38, 39], а возможность его
использования как образа кулоновской части фей-
нмановского матричного элемента (квазипотенциа-
ла), содержащего все спиновые эффекты, была де-
тально рассмотрена в работах [40, 41].

Решение уравнения (31) будем искать в виде кон-
турного интеграла

ϕ0(ρ, χ) =

α+∫

α−

dζeiρζR0(ζ, χ), (33)

где интегрирование выполняется в комплексной
ζ-плоскости вдоль контура с концевыми точками
α± = −R ± iε, R → +∞, ε → +0 (см. рис. 2), т.е.
подобно тому как это делалось в работах [1, 34–36].

Напомним, что значения ζ = ±χ + 2πni,
(n = 0,±1,±2, ...) являются точками ветвления
функции R0(ζ, χ) (см. рис. 2). Контур интегриро-
вания в представлении (33) не должен пересекать
разрезы, которые проводятся от −∞ + 2πni до
±χ + 2πni, n = 0,±1,±2, ... . В случае когда вза-
имодействие выключено, αs → 0, решение ϕ0(ρ, χ

′)
должно воспроизводить известную свободную вол-
новую функцию

lim
αs→0

ϕ0(ρ, χ
′) −−−→

ρ→∞

sin(ρχ′)

shχ′
, (34)

поэтому выбираем α± = −R ± iε при R → +∞,
ε → +0. Вертикальную и горизонтальную части
контура интегрирования в правой его части нам

удобно выбрать в виде Re ζ = +R и Im ζ = ±π (см.
рис. 2), т.е. как и в работах [1, 34–36].

-4 i

-2 i

+4 i

+2 i+2 i

+4 i

 

  

 

-

-  -4 i

-

-  -2 i  

-

Рис. 2. Контур интегрирования в комплексной
ζ-плоскости в представлении (33) и сингулярности
функции R0(ζ, χ) в (47)

Подставляя в уравнение (31) представление (33)
и выполняя интегрирование с помощью соотноше-
ния

1

iπ

∞∫

0

dρ′ sin(ρ′χ) eiρ
′ζ =

1

iπ

χ

χ2 − ζ2
, Imζ > 0, (35)

приходим к интегральному уравнению, из которо-
го после интегрирования по частям получаем для
функции R0(ζ, χ

′) уравнение

(
d2

dζ2
− 1

)
d

dζ
[(chχ′ − ch ζ)R0(ζ, χ

′)] = (36)

=

(
d2

dζ2
− 1

)[
iα̃′

s

4

(
2g′2 ch2 ζ − 3

2
g′2 +

1

2

)
R0(ζ, χ

′)

]
+
iα̃′

s

4
g′2 ch2 ζR0(ζ, χ

′) +
iα̃′

s

4
g′2

d

dζ
[sh ζ ch ζR0(ζ, χ

′)]

с граничными условиями

eiρζ(chχ′ − ch ζ)R0(ζ, χ
′)
∣∣∣
α+

α−

= 0,

eiρζ
d

dζ
[(chχ′ − ch ζ)R0(ζ, χ

′)]− eiρζ
[
iα̃′

s

4

(
2g′2 ch2 ζ − 3

2
g′2 +

1

2

)
R0(ζ, χ

′)

] ∣∣∣
α+

α−

= 0,

ieiρζ
(
d2

dζ2
− 1

)
[(chχ′ − ch ζ)R0(ζ, χ

′)] +

+eiρζ
d

dζ

[
α̃′
s

4

(
2g′2 ch2 ζ − 3

2
g′2 +

1

2

)
R0(ζ, χ

′)

]
+ eiρζ

α̃′
s

4
g′2 sh ζ ch ζR0(ζ, χ

′)
∣∣∣
α+

α−

= 0.

(37)

Вместо точного решения R0(ζ, χ
′) уравнения (36) с граничными условиями (37) рассмотрим приближен-

ные решения, отвечающие двум значениям переменной ρ: ρ≫ 1 и ρ≪ 1.
В случае ρ≫ 1 уравнение (36) и граничные условия (37) принимают более простой вид:

d

dζ

[
(chχ′ − ch ζ)R

(nr)
0 (ζ, χ′)

]
=
iα̃′

s

4

(
a
(nr)
sd ch2 ζ + bsd

)
R

(nr)
0 (ζ, χ′), (38)

eiρζ(chχ′ − ch ζ)R
(nr)
0 (ζ, χ′)

∣∣∣
α+

α−

= 0, (39)
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где

a
(nr)
sd = 2g′2, bsd =

−3g′2 + 1

2
. (40)

Решение уравнения (38) с граничным условием (39) дается выражением

R
(nr)
0 (ζ, χ′) = 2C0(χ

′)

exp

[
− iα̃

′
sa

(nr)
sd

4
sh ζ +

(
1− iρ

(nr)
sd

)
ζ + iB

(nr)
sd χ′

]

(eζ − eχ′)2

[
eζ − e−χ′

eζ − eχ′

]−1+iB
(nr)
sd

, (41)

где значения параметров ρ
(nr)
sd и B

(nr)
sd определяются выражениями

ρ
(nr)
sd =

α̃′
sa

(nr)
sd

4
chχ′, B

(nr)
sd =

α̃′
s

(
a
(nr)
sd ch2 χ′ + bsd

)

4 shχ′
, (42)

а C0(χ
′) — произвольная функция от быстроты χ′, которая параметризирует импульс и энергию в (30).

Для случая ρ≪ 1 вместо уравнения (38) получим уравнение

d

dζ

[
(chχ′ − ch ζ)R

(r)
0 (ζ, χ′)

]
=
iα̃′

s

4

(
a
(r)
sd ch2 ζ + bsd

)
R

(r)
0 (ζ, χ′), (43)

удовлетворяющее прежнему граничному условию (39), где

a
(r)
sd = g′2. (44)

Решение уравнения (43) с граничным условием (39) дается выражением

R
(r)
0 (ζ, χ′) = 2C0(χ

′)

exp

[
− iα̃

′
sa

(r)
sd

4
sh ζ +

(
1− iρ

(r)
sd

)
ζ + iB

(r)
sd χ

′

]

(eζ − eχ′)2

[
eζ − e−χ′

eζ − eχ′

]−1+iB
(r)
sd

, (45)

где значения параметров ρ
(r)
sd и B

(r)
sd определяются выражениями

ρ
(r)
sd =

α̃′
sa

(r)
sd

4
chχ′, B

(r)
sd =

α̃′
s

(
a
(r)
sd ch2 χ′ + bsd

)

4 shχ′
. (46)

Таким образом, решения (41) и (45) не только совпадают по форме, но и отличаются незначительно толь-

ко значениями спинового параметра a
(i)
sd , i = nr, r. Поэтому в качестве приближенного решения R0(ζ, χ

′)
уравнения (36) с граничными условиями (37) выберем решение, которое по форме совпадает с решениями
в (41) и (45):

R0(ζ, χ
′) = 2C0(χ

′)

exp

{
− iα̃

′
sasd
4

sh ζ + [1− iρsd(χ
′)] ζ + iBsd(χ

′)χ′

}

(eζ − eχ′)2

[
eζ − e−χ′

eζ − eχ′

]−1+iBsd(χ
′)

, (47)

где

asd =
a
(nr)
sd + a

(r)
sd

2
=

3

2
g′2, ρsd(χ

′) =
α̃′
sasd
4

chχ′, Bsd(χ
′) =

α̃′
s

(
asd ch

2 χ′ + bsd
)

4 shχ′
, (48)

а спиновый параметр bsd остается неизменным и определен в (40).
Наконец, после подстановки в представление (33) решения (47) и последующего ζ-интегрирования в ком-

плексной плоскости вдоль контура с концевыми точками α±, т.е. также, как это делалось в работах [1,
34–36], выражение для радиальной волновой РКП-функции ϕ0(ρ, χ

′), не содержащее i-периодических кон-
стант, принимает вид

ϕ0(ρ, χ
′) = 2C0(χ

′) eiBsd(χ
′)χ′

sh {π [ρ− ρsd(χ
′)]}×

×
∞∫

−∞

dx

exp

{
iα̃′

sasd
4

shx+ (1 + i[ρ− ρsd(χ
′)])x

}

(ex + eχ′)2

[
ex + e−χ′

ex + eχ′

]iBsd(χ
′)−1

. (49)
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Нормировочный множитель C0(χ
′) является действительным, а решение (49) по форме совпадает с ре-

шением для случая составной системы двух спиновых кварков произвольных масс [1]. Поэтому, как и в
работе [1], вклад в интеграл от осциллирующего фактора exp[iα̃′

sasd sh(x)/4] можно положить равным еди-
нице. Очевидно, что такая аппроксимация не только не нарушает свойств симметрии решения (49), но и
позволяет представить выражение радиальной волновой РКП-функции для s-состояния нуклона через ги-
пергеометрическую функцию 2F1(α, β; γ; z), т.е. подобно тому, как это делалось в спиновом и бесспиновом
случаях [1, 34–36],

ϕ0(ρ, χ
′) = 2πC0(χ

′)eiBsd(χ
′)χ′

−χ′+i[ρ−ρsd(χ)]χ
′

[ρ− ρsd(χ
′)]×

×2 F1

(
1− iBsd(χ

′), 1− i[ρ− ρsd(χ
′)]; 2; 1− e−2χ′

)
, (50)

где действительный нормировочный множитель 2πC0(χ
′) дается выражением

|2πC0(χ
′)|2 = eπBsd(χ

′)|Γ[1− iBsd(χ
′)]|2 (51)

и находится из граничного условия (34) и асимптотики

ϕ0(ρ, χ
′)|ρ≫1 ≈ 2πC0(χ

′)e−πBsd(χ
′)/2

shχ′|Γ[1− iBsd(χ′)]| sin {[ρ− ρsd(χ
′)]χ′ +Bsd(χ

′) ln (2[ρ− ρsd(χ
′)] shχ′) + arg Γ[1− iBsd(χ

′)]} ,

где Γ(z) — гамма-функция.
Отметим, что при значении быстроты

χ′ = iκ, которая параметризирует энергию
MQ = 2m′g′ cosκ, (0 < κ < π/2), гипергеомет-
рическая функция в решении (50) становит-
ся многочленом степени k (k = 0, 1, ...), когда
iBsd(iκ) = n, (n = 1, 2, ...) . Это приводит к усло-
вию квантования энергетических уровней для
s-состояния нуклона в рамках его кварк–дикварко-
вой модели, в которой кварк имеет спин 1/2, а бес-
спиновый дикварк — спин 0, взаимодействующих
посредством кулоновского хромодинамического
потенциала (1),

α̃′
s(asd cos

2 κ+ bsd)

4 sinκ
= n, n = 1, 2, . . . . (52)

Выражение для радиальной волновой РКП-
функции ϕ0(ρ, κ) нуклона, не содержащее
i-периодических констант, как и условие кван-
тования его энергетических уровней (52), может
быть непосредственно получено из приближенного
решения (49) при χ′ = iκ (0 < κ < π/2). С учетом
условия квантования энергетических уровней
для s-состояния (52), т.е. когда iBsd(iκ) = n
(n = 1, 2, ...), где ρsd(iκ) = (α̃′

sasd cosκ)/4, выраже-
ние для ϕ0(ρ, κ) принимает вид

ϕ0(ρ, κ) = 2C0(κ) e
iκ sh {π [ρ− ρsd(iκ)]}×

×
∞∫

−∞

dx

exp

{
iα̃′

sasd
4

shx+ (1 + i[ρ− ρsd(iκ)])x

}

(ex + eiκ)2
×

×
[
ex + e−iκ

ex + eiκ

]n−1

.

(53)
Очевидно, что функция под знаком интеграла
в правой части выражения (53) имеет полюс
(n+ 1)-го порядка при x = iκ+iπ и, следовательно,
интеграл может быть вычислен с помощью основ-
ной теоремы теории вычетов. В частности, для ос-

новного уровня (n = 1) s-состояния нуклона имеем

∫

C

dz
exp

{
iα̃′

sasd

4 sh z + (1 + i[ρ− ρsd(iκ1)]) z
}

(ez + eiκ1)2
=

= 2πi res

[
exp

{
iα̃′

sasd

4 sh z + (1 + i[ρ− ρsd(iκ1)]) z
}

(ez + eiκ1)2
,

z = iκ1 + iπ

]
,

(54)
где интегрирование выполняется в комплексной
z-плоскости вдоль контура C, который содержит
внутри себя точку z = iκ1 + iπ, которая является
полюсом 2-го порядка подынтегральной функции
в выражении (54) (см. рис. 3).

✻Im z

2πi
•

✻

R + 2πi−R + 2πi

❄

✛

✲
Re z0

iκ1 + iπ•

R−R

✲

C

Рис. 3. Контур интегрирования C в комплекс-
ной z-плоскости, содержащий внутри себя точку
z = iκ1 + iπ, являющуюся полюсом 2-го порядка подын-
тегральной функции в выражении (54)
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Выполнив вычисления в левой и правой частях выражения (54), получим

(1− exp {−2π [ρ− ρsd(iκ1)]})
∞∫

−∞

dx

exp

{
iα̃′

sasd
4

shx+ (1 + i[ρ− ρsd(iκ1)])x

}

(ex + eiκ1)2
=

= 2π exp

{
−iκ1 +

α̃′
sasd
4

sinκ1 − κ1[ρ− ρsd(iκ1)]− π[ρ− ρsd(iκ1)]

}
[ρ− 2ρsd(iκ1)]. (55)

Тогда выражение (53) для радиальной вол-
новой РКП-функции ϕ0(ρ, κ1) основного уровня
(n = 1, χ′ = iκ1) s-состояния нуклона, не содержа-
щее i-периодических констант, с учетом соотноше-
ния (55) принимает вид

ϕ
(1)
0 (ρ, κ1) = C

(1)
0 (κ1) exp {−κ1 [ρ− 2ρsd(iκ1)]}×

× [ρ− 2ρsd(iκ1)] , (56)

где

C
(1)
0 (κ1) =

= 2πC0(κ1) exp

[
α̃′
sasd
4

sinκ1 − κ1ρsd(iκ1)

]
, (57)

причем нормировочный множитель C
(1)
0 (κ1) нахо-

дится из условия нормировки

4π

∞∫

0

dr
∣∣∣ϕ(1)

0 (r, κ1)
∣∣∣
2

= 1, (58)

а быстрота κ1 для основного уровня s-состояния
нуклона с потенциалом (1) находится из условия
квантования уровней энергии (52) при n = 1.
Для основного уровня s-состояния нуклона из (56)
и (58) находим:

π
∣∣∣C(1)

0 (κ1)e
2κ1ρsd(iκ1)

∣∣∣
2

=

=
m′κ31

8κ21ρ
2
sd(iκ1)− 4κ1ρsd(iκ1) + 1

.

Из решения (56) видно, что при всех значениях
параметра asd волновая РКП-функция основного
уровня s-состояния нуклона имеет нуль на конеч-
ном расстоянии ρ = α̃′

sasd cos(κ1)/2. При этом зна-
чение параметра 2ρsd(iκ1) = α̃′

sasd cos(κ1)/2 опреде-
ляет «размер» основного уровня s-состояния нукло-
на с энергией MQ = 2m′g′ cosκ1.

Заметим, что безразмерный фактор

σconf =
α̃′
sasd
4

sinκ1 − κ1ρsd(iκ1) =

=
α̃′
sasd
4

(sinκ1 − κ1 cosκ1) , (59)

который входит в выражение (57) для нормировоч-

ной константы C
(1)
0 (κ1) решения (56), по форме сов-

падает с левой частью квазиклассического условия

квантования уровней энергии s-состояния связан-
ной системы двух бесспиновых частиц произволь-
ных масс с линейным потенциалом V (r) = σr [36]:

χn chχn − shχn =
πσ

2g′m′2

(
n− 1

4

)
, n = 1, 2, . . . ,

(60)

взятого при χn = −iκ1 и n = 1 (с точностью
до множителей α̃′

sasd/4 и i). Очевидно, множи-
тель α̃′

sasd/4 определяется кулоновской констан-
той связи α̃′

s и спиновым параметром asd, за-
висящим от отношения масс кварка и диквар-
ка (фактор g′ ≥ 1, причем g′ = 1 для случая рав-
ных масс m1 = m2 = m). При asd = 0 (bsd = 2/m′g′)
фактор (59) исчезает, что соответствует случаю
s-состояния связанной системы двух бесспино-
вых частиц произвольных масс (см., например,
работу [1]).

Рис. 4. График кулоновской константы взаимодействия
αs = α̃′

s, определяемой условием квантования уров-
ней энергии (52) при n = 1, и точки ее сингу-
лярности при «критических» значениях быстроты κ,
определяющих границу области конфайнмента кварков
для основного уровня s-состояния кварк–дикварковой
модели нуклона

Кроме того, кулоновская константа взаимодей-
ствия α̃′

s, определяемая условием квантования
уровней энергии (52), имеет для всех фиксиро-
ванных значений фактора g′ ≥ 1 сингулярность
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при «критических» значениях быстроты κ, опре-
деляющих границу области конфайнмента квар-
ков в кварк–дикварковой модели нуклона: при
κ > κconf кулоновская константа взаимодействия
αs < 0 (см. рис. 4). Значит, появление безраз-
мерного фактора (59) в нормировочной костанте

C
(1)
0 (κ1), определяемой выражением (57), не явля-

ется случайным, а его природа обусловлена куло-
новским хромодинамическим потенциалом (1), спи-
нами и массами кварка и дикварка. Следователь-
но, учет спинов и масс кварка и дикварка с куло-
новским хромодинамическим взаимодействием (1)
(без учета запирающей части взаимодействия)
приводит:

1. к появлению безразмерного фактора (59), вхо-

дящего в нормировочную константу C
(1)
0 (κ1)

решения (56), а значит, не влияющего на зна-
чения вычисляемых величин; безразмерный
фактор (59) совпадает по форме с безразмер-
ной константой линейного взаимодействия
σlin = σ/m′2 = (8g′/3π) (sinκ1 − κ1 cosκ1), ко-
торая входит в правую часть квазиклассиче-
ского условия квантования (60) уровней энер-
гии s-состояния связанной системы двух бес-
спиновых частиц произвольных масс с линей-
ным потенциалом, взятого при χn = −iκ1 (без
множителя i) для основного уровня энергии
(n = 1);

2. к конфайнменту кварков в кварк–дикварко-
вой модели нуклона с линейным взаимодей-
ствием (как в модели струны) с безразмер-
ной константой взаимодействия σconf в (59);
этот конфайнмент обусловлен кулоновским
хромодинамическим потенциалом (1), спина-
ми и массами кварка и дикварка (фактор asd,
исчезающий в бесспиновом случае) и значени-
ем быстроты κ, «критические» значения ко-
торой будут определять границу области кон-
файнмента кварков в кварк–дикварковой мо-
дели нуклона (αs < 0 при κ > κconf); при ма-
лых значениях быстроты κ кулоновская кон-
станта связи α̃′

s мала, а значит, в этой области
кварки являются квазисвободными.

Таким образом, приведенная выше аргумента-
ция дает объяснение механизма возникновения
конфайнмента кварков нуклона в рамках КХД.

В заключение этого раздела отметим, что реше-
ние спектральной задачи для радиальной волновой
РКП-функции основного уровня s-состояния нук-
лона и с тем же взаимодействием (1), но на основе

конечно-разностной формы РКП-уравнения в кон-
фигурационном представлении (28), взятом в рас-
сматриваемом здесь приближении и при значении
быстроты χ′ = iκ1, приводит к такому же по форме
решению (56), но с точностью до i-периодических
констант.

3. ПОРОГОВЫЙ РЕСУММИРУЮЩИЙ
S-ФАКТОР НУКЛОНА

В двухчастичном приближении амплитуда
Бете–Солпитера χBS(x = 0) связана с волновыми
РКП-функциями в пространстве импульсов и в
конфигурационном представлении в соответствии
с преобразованиями Шапиро (23) соотношением
(см., например, [34–36, 42])

χBS(x = 0) =
1

(2π)3

∫
dΩ∆k′,m′λQ

ΨMQ
(∆p′,m′λQ

) =

= ψMQ
(r)
∣∣∣
r=iλ′

, (61)

где релятивистский трехмерный элемент объема
в пространстве Лобачевского dΩ∆k′ ,m′λQ

определен

в (18).
Принимая во внимание соотношение (61), поро-

говый ресуммирующий S-фактор нуклона в рам-
ках его кварк–дикварковой модели, как и в слу-
чае составной системы двух релятивистских спи-
новых кварков произвольных масс [1], определим
выражением

Snucl,sd(χ
′) =

= lim
ρ→i

∣∣∣∣exp
[−πρsd(χ′)

2

]
Γ[1 + iρsd(χ

′)]
ϕ0(ρ, χ

′)

ρ

∣∣∣∣
2

,

(62)

где дополнительный фактор exp[−πρsd(χ′)/2]×
×Γ[1 + iρsd(χ

′)] обеспечивает правильный реляти-
вистский предел при χ′ → +∞, равный 1. Таким
образом, функция

ψ0(ρ, χ
′) = exp

[−πρsd(χ′)

2

]
Γ[1 + iρsd(χ

′)]ϕ0(ρ, χ
′)

представляет собой физическую радиальную вол-
новую РКП-функцию s-состояния нуклона в рам-
ках его кварк–дикварковой модели с хромодинами-
ческим потенциалом (1).

Используя приближенное решение для радиаль-
ной волновой РКП-функции в (50) и выражение
для нормировочного множителя в (51), получим
следующее выражение для релятивистского порого-
вого ресуммирующего S-фактора s-состояния нук-
лона в рамках его кварк–дикварковой модели с хро-
модинамическим потенциалом (1):

Snucl,sd(χ
′) =

Xnucl,sd(χ
′)

1− exp [−Xnucl,sd(χ′)]
exp [−πρsd(χ′)]×

×
∣∣∣Γ [2 + iρsd(χ

′)] 2F1

(
1 + iBsd(χ

′),−iρsd(χ′); 2; 1− e−2χ′
)∣∣∣

2

, (63)

где
Xnucl,sd(χ

′) = 2πBsd(χ
′) =

πα̃′
s(asd ch

2 χ′ + bsd)

2 shχ′
, (64)
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а параметры bsd и asd, ρsd(χ
′), Bsd(χ

′) определены
в (40) и (48).

Пороговый S-фактор (63) может быть выражен
в терминах скорости u, где скорость u определяется
выражением

u =

√

1− 4m′2

s− (m1 −m2)2
, (65)

а также через относительную скорость u′rel
эффективной релятивистской частицы массы
m′ =

√
m1m2, выступающей в качестве двухчастич-

ной связанной системы, и которая определяется
через скорость u в (65) выражением [34–36]

u′rel =
2u√
1− u2

. (66)

В частности, величина (64) в терминах скоро-
сти (65) и относительной скорости (66) принимает
вид

Xnucl,sd(u) =
πα̃′

s

√
1− u2

2g′u
×

×
[
g′2 (asd + bsd) +

asdu
2

1− u2

]
=

=
πα̃′

s

g′u′rel

[
g′2 (asd + bsd) +

asd
4
u′2rel

]
.

Напомним, что фактор g′, определенный выра-
жением (11), зависит от отношения масс частиц
и устанавливает связь между полной энергией√
sk составной системы двух релятивистских спи-

новых частиц произвольных масс m1,m2 и энерги-
ей ∆0

k′,m′λQ
эффективной релятивистской частицы

массы m′ с импульсом ∆k′,m′λQ
(см. (10)), что от-

ражает асимметрию между этими двумя система-
ми. Кроме того, фактор (11) представляет собой
отношение среднего арифметического масс частиц
к их среднему геометрическому, а значит, он описы-
вает асимметрию составной системы двух реляти-
вистских спиновых частиц произвольных масс, при-
чем g′ ≥ 1 ∀m1,m2, а равенство имеет место (асим-
метрии нет) только при m1 = m2 = m. С другой
стороны, фактор g′ можно рассматривать и как от-
ношение гиромагнитного отношения орбитального
момента составной системы с приведенной массой
µ и зарядом e, равного gL = e/2µc, где c — ско-
рость света, к гиромагнитному отношению для спи-
нового момента эффективной релятивистской ча-
стицы массы m′ и с таким же зарядом e, равному
gs = e/m′c. Также фактор g′, и это важно, уста-
навливает явную зависимость спиновых парамет-
ров bsd, asd в (40) и (48) от отношения масс m1,m2

релятивистских спиновых частиц (в данном слу-
чае кварка и дикварка), образующих составную си-
стему (нуклон), причем при m1 = m2 = m фак-
тор g′ = 1 и, следовательно, в этом случае зна-
чения параметров bsd, asd, как это видно из (40)
и (48), определяются только собственными спина-
ми частиц, в данном случае кварка и дикварка.

Отметим, что пороговый S-фактор (63) имеет
явно выраженный релятивистский характер, по-
скольку как аргумент r (модуль радиуса-векто-
ра r) в кулоновском потенциале (1), так и ре-
лятивистская относительная скорость v взаимо-
действующих частиц являются релятивистскими
инвариантами [17], а, значит, в силу соотноше-
ния |v| = 2u/(1 + u2), скорость u в (65) и отно-
сительная скорость u′rel эффективной релятивист-
ской частицы в (66) также обладают этим свой-
ством [34–36]. При этом роль параметра скорости
в S-факторе (63) теперь играет не релятивистская
относительная скорость v взаимодействующих ча-
стиц, а относительная скорость (66) эффективной
релятивистской частицы, выступающей в качестве
двухчастичной системы.

Новый релятивистский пороговый ресум-
мирующий S-фактор (63) нуклона в рамках
его кварк–дикварковой модели с хромодина-
мическим потенциалом (1) имеет следующие
важные свойства.

1. При m1 6= m2 S-фактор нуклона (63) и спи-
новый S-фактор для псевдоскалярных, векторных
и псевдовекторных мезонов [1, 2]

S uneq,s(χ
′) =

X uneq,s(χ
′)

1− exp [−X uneq,s(χ′)]
e−πρ̃′×

×
∣∣∣Γ(2 + iρ̃′)2F1

(
1 + iB′,−iρ̃′; 2; 1− e−2χ′

)∣∣∣
2

(67)

совпадают по форме, но отличаются значениями их
спиновых параметров asd, bsd и a′, b′, где

X uneq,s(χ
′) = 2πB′, ρ̃′ =

α̃′
sa

′ chχ′

4
,

B′ =
α̃′
s(a

′ ch2 χ′ + b′)

4 shχ′
,

со спиновыми параметрами

a′ =






g′2 при Ô = γ5 (псевдоскаляр);

1

2
g′2 при Ô = γµ (вектор);

−1

2
g′2 при Ô = γ5γµ (псевдовектор);

b′ =





1− a′ при Ô = γ5 (псевдоскаляр);

3

4
− a′ при Ô = γµ (вектор);

1

4
− a′ при Ô = γ5γµ (псевдовектор).

2. В нерелятивистском пределе χ′ → +0
(u→ 0) поведение S-фактора нуклона (63) дается
выражением

Snucl,sd(χ
′)
∣∣
χ′→+0

≈ πα̃′
s(asd + bsd)/2 shχ

′

1−exp [−πα̃′
s(asd + bsd)/2 shχ′]

×

× πα̃′
sasd/2

exp (πα̃′
sasd/2)− 1

(
1 +

(α̃′
sasd)

2

16

)
×

×
∣∣∣∣1F1

(
− iα̃

′
sasd
4

; 2;
iα̃′

s(asd + bsd)

2

)∣∣∣∣
2

,

где 1F1(α;β; z) — вырожденная гипергеометриче-
ская функция.
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3. В релятивистском пределе χ′ → +∞ (u→ 1) его поведение имеет асимптотику

Snucl,sd(χ
′)
∣∣
χ′≫1

≈ 2π [Bsd(χ
′)− ρsd(χ

′)]

1− exp {−2π [Bsd(χ′)− ρsd(χ′)]}
∣∣
χ′≫1

≈

≈ 1 +
πα̃′

s (asd + 2bsd) e
−χ′

4
−−−−−→
χ′→+∞

1− 0 при∀g′ ≥ 1, (68)

которая отвечает соответствующим значениям спи-
новых параметров bsd и asd в (40) и (48), являющих-
ся функциями параметра g′, а, значит, функциями
отношения масс кварка и дикварка.

4. Случай, когда одна из частиц покоится, озна-
чает, что m1 → +∞, а другая частица имеет массу
m2 и импульс k, а, следовательно, предельное зна-
чение скорости u, определяемой выражением (65),
имеет вид

u −−−−−−→
m1→+∞

|k|√
m2

2 + k2 +m2

.

5. В ультрарелятивистском пределе, как это бы-
ло доказано в [43, 44], спектр связанных состоя-
ний исчезает, когда масса m′ → 0, так как мас-
са релятивистской эффективной частицы является
единственным размерным параметром. Эта особен-
ность отражает существенное различие между по-
тенциальными моделями и квантовой теорией по-
ля, где появляется дополнительный размерный па-
раметр. Кроме того, мы можем также заключить,
что S-фактор (63), который соответствует непре-
рывному спектру, будет стремиться к 1 при m′ → 0.

Таким образом, установлена зависимость реляти-
вистского порогового ресуммирующего S-фактора
нуклона (63) как от скорости u в (65) или отно-
сительной скорости u′rel эффективной релятивист-
ской частицы в (66), так и от спиновых парамет-
ров asd и bsd, а значит, от отношения масс спи-
нового кварка и бесспинового дикварка, составля-
ющих нуклон (фактор g′). Выполненный анализ
поведения S-фактора нуклона (63) в релятивист-
ском (χ′ → +∞ или u → 1) и в ультрарелятивист-
ском (m′ → 0) пределах показал, что он воспроиз-
водит ожидаемые релятивистский и ультрареляти-
вистский пределы, равные 1. Более того, пороговый
S-фактор нуклона (63) в релятивистском пределе
χ′ → +∞ (u→ 1), как следует из асимптотики (68),
всегда стремится к единице снизу при ∀g′ ≥ 1. Это
означает, что для всех значений фактора g′ ≥ 1, а
следовательно, отношений масс кварка и дикварка,
существуют такие «критические» значения быст-
роты χ′ (скорости u), при которых S-фактор нук-
лона (63) будет обращаться в единицу, приближа-
ясь к единице снизу при χ′ → +∞ (u → 1).
Тем самым для S-фактора нуклона (63) также,
как и для спинового S-фактора псевдоскалярных
и векторных мезонов (67) (см. [1, 2]), установлены
новые закономерности и эффекты, обусловленные
их спиновыми параметрами asd, bsd, зависящими от
фактора g′, а следовательно, от отношения масс
кварка и дикварка.

Для установления закономерностей поведения
порогового ресуммирующего S-фактора нукло-

Рис. 5. Графики поведения порогового ресуммирую-
щего S-фактора нуклона (63) как функции скоро-
сти u, отвечающие различным значениям фактора g′

и фиксированному значению кулоновской константы
αs = α̃′

s = 0.2

на (63), отвечающего различным значениям фак-
тора g′ и кулоновской константы αs = α̃′

s, были
построены графики функции Snucl,sd = Snucl,sd(u)
как функции скорости u (рис. 5 и 6). Точечным пря-
мым на рис. 5 и 6 отвечают значения S-фактора
нуклона (63) при выключенном взаимодействии
αs = 0, равные 1. Из рис. 5 и 6 видно, что графи-
ки функции Snucl,sd = Snucl,sd(u) для порогового
ресуммирующего S-фактора нуклона зависят как
от отношения масс спинового кварка и бесспиново-
го дикварка (фактор g′), так и от значения куло-
новской константы αs. Более того, рис. 5 и 6 по-
казывают, что для всех значений фактора g′ ≥ 1,
зависящих от отношения масс кварка и дикварка,
существуют такие «критические» значения скоро-
сти u (быстроты χ′), при которых S-фактор нукло-
на (63) обращается в единицу, приближаясь к еди-
нице снизу при u → 1 (χ′ → +∞). Это означает,
что для этих «критических» значений скорости u
(быстроты χ′) и для всех значений фактора g′ ≥ 1
эффективная константа взаимодействия равна ну-
лю, а для значений скорости u (быстроты χ′), ко-
торые больше «критических», значения эффектив-
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Рис. 6. То же, что и на рис. 5, но для различных значе-
ний кулоновской константы αs = α̃′

s и фиксированного
значения фактора g′ = 1.5

ной константы взаимодействия становятся меньше
нуля, приближаясь в пределе при u→ 1 (χ′ → +∞)
к нулю снизу, а S-фактор нуклона (63) приближа-
ется к единице снизу при u→ 1 (χ′ → +∞). Следо-
вательно, при таких «критических» значениях ско-
рости u (быстроты χ′) и для всех значений фактора
g′ ≥ 1 кварки в нуклоне становятся свободными.

Таким образом, для S-фактора нуклона (63) мы
установили новые закономерности и эффекты, обу-
словленные их спиновыми параметрами asd, bsd, за-
висящими от фактора g′, а следовательно, от отно-
шения масс кварка и дикварка. Это, в свою оче-
редь, может рассматриваться как проявление но-
вых свойств кварк-глюонной материи, обусловлен-
ных спинами и массами кварков нуклона. Такими
же характерными особенностями поведения облада-
ет и пороговый спиновый S-фактор (67) псевдоска-
лярных и векторных составных систем (см., напри-
мер, работы [1, 2]).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе получены конечно-разност-
ная и интегральная формы РКП-уравнений в кон-
фигурационном представлении для волновой РКП-
функции нуклона в рамках его кварк–дикварковой
модели. В рамках этой модели нуклон рассматри-
вается как двухчастичная составная система, в ко-
торой кварк имеет спин 1/2, а дикварк — спин 0.
На основе интегральной формы РКП-уравнения
в конфигурационном представлении для радиаль-
ной волновой РКП-функции s-состояния нуклона
как кварк–дикварковой связанной системы с куло-
новским хромодинамическим потенциалом (1) най-

дены приближенные решения задачи рассеяния
и спектральной задачи. Определено условие кван-
тования энергетических уровней нуклона, отвеча-
ющее кулоновскому хромодинамическому потенци-
алу (1). Получено выражение для порогового ре-
суммирующего S-фактора нуклона и исследованы
его свойства.

Показано, что при всех значениях парамет-
ра asd волновая РКП-функция основного состо-
яния нуклона имеет нуль на конечном расстоя-
нии ρ = α̃′

sasd cos(κ1)/2. При этом значение па-
раметра 2ρsd(iκ1) = α̃′

sasd cos(κ1)/2 определяет
«размер» основного состояния нуклона с энерги-
ей MQ = 2m′g′ cosκ1. Установлена зависимость но-
вого релятивистского порогового ресуммирующего
S-фактора нуклона (63) от спиновых параметров
asd и bsd, содержащих фактор g′, который зависит
от отношения масс спинового кварка и бесспино-
вого дикварка, что указывает на связь между их
спинами и массами. Показано, что фактор g′ уста-
навливает связь между энергией эффективной ре-
лятивистской частицы массы m′ и полной энергией
нуклона и отражает как асимметрию их масс, так
и асимметрию их гиромагнитных отношений.

Показано, что новый пороговый S-фактор нукло-
на (63) имеет явно выраженный релятивистский ха-
рактер, причем роль параметра скорости в нем те-
перь играет не релятивистская относительная ско-
рость v взаимодействующих частиц, а относитель-
ная скорость (66) эффективной релятивистской
частицы, выступающей в качестве двухчастичной
системы.

Установлена связь нового S-фактора нукло-
на (63) с ранее найденным спиновым S-фактором
для псевдоскалярных, векторных и псевдовек-
торных мезонов. Выполнен анализ поведения
S-фактора нуклона (63) в нерелятивистском (u→ 0
или χ′ → 0), релятивистском (u→ 1 или χ′ → +∞)
и в ультрарелятивистском (m′ → 0) пределах. Пока-
зано, что он воспроизводит ожидаемые релятивист-
ский и ультрарелятивистский пределы, равные 1.

Детальный анализ поведения нового S-фактора
нуклона (63) в релятивистском случае (u → 1 или
χ′ → +∞) показал, что он всегда стремится к еди-
нице снизу при ∀g′ ≥ 1. Показано, для всех значе-
ний фактора g′ ≥ 1, а следовательно, отношений
масс кварка и дикварка, существуют такие «кри-
тические» значения скорости u (быстроты χ′), при
которых S-фактор нуклона (63) будет обращать-
ся в единицу, приближаясь в пределе при u → 1
(χ′ → +∞) к единице снизу. Это дает основание
сделать вывод, что для таких «критических» зна-
чений скорости u (быстроты χ′) и для значений
фактора g′ ≥ 1 эффективная константа взаимодей-
ствия равна нулю, а следовательно, в этом случае
кварки становятся свободными. Такая особенность
поведения S-фактора нуклона (63) указывает на
новые закономерности и эффекты, обусловленные
их спиновыми параметрами asd, bsd, зависящими от
фактора g′, а следовательно, от отношения масс
кварка и дикварка. Это также можно рассматри-
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вать как проявление новых свойств кварк-глюон-
ной материи, обусловленных спина и массами квар-
ков нуклона. Такой же характер поведения имеет
место и для спинового S-фактора (67) псевдоска-
лярных и векторных мезонов. Таким образом, для
S-фактора нуклона (63), также как и для спино-
вого S-фактора (67) псевдоскалярных и векторных
мезонов, установлены новые закономерности и эф-
фекты, обусловленные их спиновыми параметрами
asd, bsd, зависящими от фактора g′.

Рассмотрение было выполнено в рамках ре-
лятивистского квазипотенциального подхода,
основанного на ковариантной гамильтоновой фор-
мулировке квантовой теории поля, путем перехода
к трехмерному релятивистскому конфигурацион-
ному представлению [16, 17] для случая составной
системы двух релятивистских спиновых частиц
произвольных масс.

Поскольку новый S-фактор нуклона (63) полу-
чен в рамках полностью ковариантного метода, то
можно ожидать, что он более полно учитывает как
релятивистский характер кварка и дикварка нук-
лона, так и эффекты, обусловленные их спинами
и различием их масс.

Автору приятно выразить искреннюю благодар-
ность В.В. Андрееву, А.В. Киселеву и Ю.А. Куроч-
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обсуждение полученных результатов и ценные
замечания к ним.
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Finite-difference and integral forms of relativistic quasipotential equations in the configuration representation
for the wave function of a nucleon in the framework of its quark-diquark model are obtained. In this model,
the nucleon is considered as a two-particle composite system in which the quark has spin 1/2 and the diquark
has spin 0. Approximate solutions of the scattering problem and the spectral problem for the radial wave
function of the s-state of a nucleon in a quark-diquark model with a Coulomb (chromodynamical) potential
are found. The condition for quantization of the energy levels of the nucleon corresponding to the Coulomb
chromodynamical potential is determined. An expression for the relativistic threshold resummation S factor
of a nucleon is obtained and its properties are investigated. The new regularities of behavior for the threshold
S factor of the nucleon due to the spins and the difference in the masses of the quarks forming the nucleon are
established. The consideration is carried out within the framework of a relativistic quasipotential approach
based on the covariant Hamiltonian formulation of quantum field theory, via a transition from the momentum
formulation in Lobachevsky space to a three-dimensional relativistic configurational representation for the
case of a composite system of two relativistic spin particles of arbitrary masses.
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