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Рассматривается квантовомеханическая задача о движении частицы в магнитном поле. Ис-
следуются свойства меры Винера при преобразованиях переменной функционального инте-
грирования специального вида. Показана эквивалентность функциональных интегралов для
частицы в однородном магнитном поле и для свободной частицы.
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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим частицу единичной массы с заря-
дом q, совершающую движение в плоскости x =
(x1, x2). Пусть имеется однородное магнитное по-
ле напряжённости1 B, перпендикулярное плоско-
сти движения. В этом случае векторный потенци-
ал магнитного поля A также лежит в плоскости
движения частицы и может быть задан двухкомпо-
нентной строкой A = (a1, a2). Запишем векторный
потенциал в виде

A =

(

−1

2
Bx2,

1

2
Bx1

)

. (1)

Лагранжиан частицы имеет вид

L =
1

2
(ẋ, ẋ) +

q

c
(ẋ,A) =

1

2
(ẋ, ẋ) +

ωB

2
(ẋ, xJ) , (2)

где

J =

(

0 1
−1 0

)

, ωB =
qB

c
. (3)

При решении квантовомеханических задач важ-
ную роль играет фундаментальное решение урав-
нения Шрёдингера K(t, x, x′)

i~
∂K

∂t
= HK , K(0, x, x′) = δ(x− x′) , (4)

где H действует на переменную x. Собственные
функции и спектр этого оператора однозначно свя-
заны с фундаментальным решением K(t, x, x′) [1].

∗ E-mail: klavo4ka2001@gmail.com
† E-mail: vsevolod.chistyakov@gmail.com
1 Здесь B — модуль вектора напряжённости магнитного по-

ля

Оператор H, соответствующий лагранжиану (2)
имеет вид

H =
(−i~)2

2
(∂21 + ∂22)−

− ωB

2
(−i~)(x1∂2 − x2∂1) +

ω2
B

8
(x21 + x22) . (5)

Как известно [1], фундаментальное решение пред-
ставимо в виде функционального интеграла

K(T,X,X ′) =

∫

δ(x(T )−X)δ(x(0)−X ′)×

× exp

(

i

~

∫ T

0

dt

[

1

2
(ẋ, ẋ) +

ωB

2
(ẋ, xJ)

]

)

dx . (6)

Интеграл вида (6) не является интегралом по какой-
либо счётно-аддитивной мере [2]. Для корректного
определения интеграла (6) необходимо совершить
аналитическое продолжение. Положим

~ = −iσ2 . (7)

При этом (4), (6) запишутся в виде

∂K

∂t
=

[

σ2

2
(∂21 + ∂22) +

ωB

2
(x1∂2 − x2∂1)+

+
ω2
B

8σ2
(x21 + x22)

]

K , (8)

K(T,X,X ′) =

∫

δ(x(T )−X)δ(x(0)−X ′)×

× exp

(

− 1

σ2

∫ T

0

dt

[

1

2
(ẋ, ẋ) +

ωB

2
(ẋ, xJ)

]

)

dx .

(9)

Интеграл (9) при вещественных σ является интегра-
лом по корректно определённой счётно-аддитивной
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мере. Интеграл вида (6) определим2 как аналитиче-
ское продолжение (9) по параметру σ с положитель-

ной вещественной оси в точку σ =
√
i~.

1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПЕРЕМЕННОЙ
ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Рассмотрим меру Винера на C([0, T ],Rn)

wσ(dy) = exp

(

− 1

2σ2

∫ T

0

dt (ẏ, ẏ)

)

dy . (10)

Хорошо известно свойство квазиинвариантности
меры Винера относительно группы диффеоморфиз-
мов [4], [5]. Покажем, что мера (10) квазиинвариант-
на относительно более широкого класса преобразо-
ваний.

Пусть g ∈ Diff3
+([0, T ]), L ∈ C([0, T ], SO(n,R)).

Совершим преобразование переменной от y ∈
C([0, T ],Rn) к x ∈ C([0, T ],Rn) по следующему пра-
вилу

y(τ) =
x(g−1(τ))
√

ġ−1(τ)
L(g−1(τ)) . (11)

Заметим, что последовательное применение преоб-

разований вида (11), задаваемых парами (g1, L1),
(g2, L2) ∈ Diff3

+([0, T ]) × C([0, T ], SO(n,R)), эк-
вивалентно одному преобразованию, задаваемо-
му парой (g1 ◦ g2, L2 · (L1 ◦ g2)), где «◦» —
композиция функций, «·» — матричное умноже-
ние. Таким образом, естественно определить на
Diff3

+([0, T ]) × C([0, T ], SO(n,R)) операцию умно-
жения по правилу

(g1, L1)× (g2, L2) = (g1 ◦ g2, L2 · (L1 ◦ g2)) (12)

Для производной (понимаемой в обобщённом
смысле) получим:

ẏ =

[

ẋ(g−1(τ)) − 1

2

g̈−1(τ)

(ġ−1(τ))2
x(g−1(τ))+

+x(g−1(τ))A(g−1(τ))
]

L(g−1(τ))
√

ġ−1(τ) , (13)

где

A(t) ≡ L̇(t)L−1(t) , A ∈ C([0, T ], so(n,R)). (14)

Заметим, что AT = −A.

Для интеграла в показателе экспоненты (10) име-
ем

∫ T

0

dτ (ẏ(τ), ẏ(τ)) =

∫ T

0

dt

[

(ẋ(t), ẋ(t)) +
g̈(t)

ġ(t)
(ẋ(t), x(t))+

+
1

4

(

g̈(t)

ġ(t)

)2

(x, x) + 2(ẋ(t), x(t)A(t)) − (x(t), x(t)A2(t))

]

, (15)

где t = g−1(τ).
Преобразуем второе слагаемое по формуле Ито:

∫

dt
g̈(t)

ġ(t)
(ẋ, x) = = −

∫ T

0

dt
1

2

d

dt

(

g̈(t)

ġ(t)

)

(x, x) + δbound.x,g + δItog , (16)

где

δbound.x,g ≡ 1

2

[

g̈(T )

ġ(T )
(x(T ), x(T ))− g̈(0)

ġ(0)
(x(0), x(0))

]

, (17)

δItog = −nσ
2

2
[ln ġ(T )− ln ġ(0)] . (18)

Получим окончательно (аргументы у функций явно не выписываем для краткости)

∫ T

0

dτ (ẏ, ẏ) =

∫ T

0

dt

[

(ẋ, ẋ) + 2(ẋ, xA) − 1

2
Sch{g, t}(x, x)− (x, xA2)

]

+ δbound.x,g + δItog . (19)

Здесь3

Sch{g, t} ≡ d

dt

(

g̈(t)

ġ(t)

)

− 1

2

(

g̈(t)

ġ(t)

)2

— производная Шварца. (20)

2 Возможно совершить аналитическое продолжение и иным
способом, совершив виковский поворот времени t = −itE ,
а также заменив частоту ωB = −iω̃B. Оба способа приво-

дят к одинаковому ответу.
3 Функциональные интегралы в теориях с действи-

ем, содержащим производную Шварца подробно
рассмотрены в [6, 7].

2630103–2



ВМУ. Серия 3. ФИЗИКА. АСТРОНОМИЯ. 81(3), 2630103 (2026)

С учётом якобиана преобразования (11), вычисленного по аналогии с [3], получим следующее равенство
мер:

exp

(

− 1

2σ2

∫ T

0

dτ (ẏ, ẏ)

)

dy = [ġ(0)ġ(T )]n/4 exp

(

−
δbound.x,g

2σ2

)

×

× exp

(

− 1

2σ2

∫ T

0

[

(ẋ, ẋ) + 2(ẋ, xA)− 1

2
Sch{g, t}(x, x)− (x, xA2)

]

)

dx . (21)

Таким образом, мы показали, что мера Вине-
ра квазиинвариантна относительно преобразова-
ния (11).

Справедливо и более общеее утверждение. Пусть
Γ(τ), Ω(τ) — матричнозначные функции размера
n×n, причём ΓT = −Γ, ΩT = Ω. Рассмотрим семей-
ство мер

µΓ,Ω(dy) ≡ exp

(

− 1

2σ2
×

×
∫ T

0

dτ [(ẏ, ẏ) + 2(ẏ, yΓ) + (y, yΩ)]

)

dx . (22)

При преобразовании вида (11) мера (22) сводится к
мере того же вида

µΓ,Ω(dy) = [ġ(0)ġ(T )]n/4 exp

(

−
δbound.x,g

2σ2

)

µΓ′,Ω′

(dx) ,

(23)
где

Γ′(t) = ġ(t)L(t)Γ(g(t))L−1(t) +A(t) , (24)

Ω′(t) = (ġ(t))2L(t)Ω(g(t))L−1(t)− 1

2
Sch{g, t}I−

−A2(t)− 2ġ(t)L(t)Γ(t)L−1(t)A(t) . (25)

Формулы (24), (25) определяют действие
Diff3

+([0, T ]) × C([0, T ], SO(n,R)) на парах вида
(Γ,Ω). Нетрудно показать, что последовательное
применение преобразований, задаваемых элемен-
тами (g1, L1) и (g2, L2), эквивалентно применению
преобразования, задаваемого (g1, L1) × (g2, L2),
которое определено формулой (12).

2. МЕРА КОНТИНУАЛЬНОГО
ИНТЕГРАЛА ДЛЯ ЗАРЯЖЕННОЙ
ЧАСТИЦЫ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Пусть y, x ∈ C([0, T ],R2), представим g, L в виде

L(t) =

(

cosψ(t) sinψ(t)
− sinψ(t) cosψ(t)

)

, (26)

g(t) = T

∫ t

0 dt1 e
ϕ(t1)

∫ T

0 dt1 eϕ(t1)
, Sch{g, t} = ϕ̈− 1

2
ϕ̇2 .

(27)
В этом случае (21) запишется как

exp

(

− 1

2σ2

∫ T

0

(ẏ, ẏ)

)

dy = exp

(

− 1

2σ2

∫ T

0

dt

[

(ẋ, ẋ) + 2ψ̇(ẋ, xJ) + (ψ̇2 − 1

2
ϕ̈+

1

4
ϕ̇2)(x, x)

]

)

. (28)

Положим здесь

ψ =
ωB

2
t . (29)

Из условия равенства нулю члена при (x, x) полу-
чим уравнение

ϕ̈ =
1

2

(

ω2
B + ϕ̇2

)

. (30)

Его частное решение имеет вид

ϕ(t) = −2 ln

(

cos
ωBt

2

)

. (31)

При подстановке решения (31) в формулу (27) по-
лучим

g(t) = T
tg
(

ωBt
2

)

tg
(

ωBT
2

) . (32)

Таким образом, при g(t), L(t), задаваемых формулами (32), (29), (26), справедливо равенство мер

exp

(

− 1

2σ2

∫ T

0

dt (ẏ, ẏ)

)

dy ==
√

ġ(0)ġ(T ) exp

(

−
δbound.g,x

2σ2

)

exp

(

− 1

2σ2

∫ T

0

dt [(ẋ, ẋ) + ωB(ẋ, xJ)]

)

dx .

(33)
Таким образом, мера континуального интеграла для заряженной частицы в магнитном поле сводится

с помощью преобразования (11) к мере Винера.
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ПРИЛОЖЕНИЕ A

Покажем, как с помощью формулы (33) полу-
чить известное в литературе выражение для фун-
даментального решения уравнения Шрёднигера ча-
стицы в магнитном поле [1]. Требуется вычислить
функциональный интеграл (9). Выразим аргумен-
ты δ-функций через винеровскую переменную y(τ).

Запишем преобразование, обратное к (11):

x(t) =
y(g(t))
√

ġ(t)
L−1(t). (34)

Откуда получим

δ(x(0)−X ′) = δ

(

y(0)
√

ġ(0)
L−1(0)−X ′

)

= ġ(0)δ
(

y(0)−
√

ġ(0)X ′L(0)
)

, (35)

δ(x(T )−X) = δ

(

y(T )
√

ġ(T )
L−1(T )−X

)

= ġ(T )δ
(

y(T )−
√

ġ(T )XL(T )
)

. (36)

Пользуясь (33), получим для K(T,X,X ′), записанного в виде (9) выражение4

K(T,X,X ′) =
√

ġ(0)ġ(T ) exp

(

δbound.x,g

2σ2

)

×
∫

δ
(

y(T )−
√

ġ(T )XL(T )
)

δ
(

y(0)−
√

ġ(0)X ′L(0)
)

wσ(dy) . (37)

Воспользуемся известным значением интеграла [10]:

∫

δ(y(T )− Y )δ(y(0)− Y ′)wσ(dy) = K(T, Y, Y ′) ≡ 1

2πσ2T
exp

(

− (Y − Y ′)2

2σ2T

)

. (38)

Тогда формула (37) запишется в виде

K(T,X,X ′) =
√

ġ(0)ġ(T ) exp

(

δbound.x,g

2σ2

)

K
(

T,
√

ġ(T )XL(T ),
√

ġ(0)X ′L(0)
)

. (39)

Подставим сюда явное выражение (32), найдём

√

ġ(0) =

√

ωBT

2tg
(

ωBT
2

) ,
√

ġ(T ) =
√

ġ(0)
1

cos ωBT
2

,
√

ġ(0)ġ(T ) =
ωBT

2 sin ωBT
2

. (40)

Используя значения

g̈(0)

ġ(0)
= 0 ,

g̈(T )

ġ(T )
= ωBtg

ωBT

2
, (41)

вычислим по формуле (17) δbound.x,g , здесь и далее мы подставляем X = (X1, X2), X
′ = (X ′

1, X
′
2)

δbound.x,g =
ωB

2
tg

(

ωBT

2

)

(

X2
1 +X2

2

)

. (42)

Используя выражения (29), (26), получим L(0) = I,

√

ġ(T )XL(T ) =
√

ġ(0)

(

X1 −X2tg

(

ωBT

2

)

, X2 +X1tg

(

ωBT

2

))

, (43)

K
(

T,
√

ġ(T )XL(T ),
√

g(0)X ′L(0)
)

=
1

2πσ2T
× (44)

4 Напомним, что символом wσ мы обозначаем меру Вине-
ра (10)
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× exp

(

− ωB

4σ2
ctg

ωBT

2

{

(

X1 −X ′
1 −X2tg

ωBT

2

)2

+

(

X2 −X ′
2 +X1tg

ωBT

2

)2
})

.

Подставив в (39) найденные выражения (40), (42), (44) и произведя алгебраические преобразования в экс-
поненте, получим окончательно:

K(T,X,X ′) =
ωB

4πσ2 sin ωBT
2

exp

(

− ωB

4σ2
ctg

ωBT

2

{

(X1 −X ′
1)

2 + (X2 −X ′
2)

2
}

− ωB

2σ2
(X2X

′
1 −X1X

′
2)

)

. (45)

Выражение (45) при σ2 = i~ совпадает с известным в литературе [1].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей статье исследованы свойства функ-
циональных мер при преобразованиях переменной
интегрирования вида (11). Получены выражения
(21) и (23), определяющие эти свойства. В частном
случае траекторий на двумерной плоскости при спе-
циальном выборе преобразования переменных, за-
даваемого формулами (32), (29), (26), получено ра-
венство мер функционального интеграла для части-
цы в магнитном поле и свободной частицы (33).

Настоящее исследование продолжается в различ-
ных направлениях. В частности, будет рассмотре-
на аналогичная задача на плоскости Лобачевского
[8] и изучены функциональные меры при наличии
грассмановых переменных, что соответствует учёту
спина частицы [9].

Работа выполнялась в рамках госзадания МГУ
имени М. В. Ломоносова.

Работа Чистякова В.В. поддержана фондом «Ба-
зис».
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Path Integral for a Charged Quantum Particle

in a Magnetic Field
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The quantum-mechanical problem of the motion of a charged particle in a magnetic field is considered. The
properties of the Wiener measure under transformations of the functional integration variable of a specific
type are investigated. It is shown that the functional integrals for a particle in a uniform magnetic field are
equivalent to those for a free particle.
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