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В рамках динамической модели проведен анализ энергетических зависимостей средних спи-
нов осколков деления, образующихся в реакциях полного слияния деформированных ядер.
Параметры динамической модели определены исходя из условий наилучшего описания экспе-
риментальных данных о средних спинах осколков деления для реакций 12C+232Th, 16O+209Вi,
12C+209Bi и 16O+232Th. Обсуждается влияние входного канала реакции на процесс формиро-
вания спинов осколков деления составного ядра. Эффект входного канала рассматривается на
примере реакций 12C+236U и 13C+235U, приводящих к образованию одного и того же составно-
го ядра 248Cf. Показано, что при подбарьерных энергиях столкновений должны наблюдаться
заметные различия в поведении средних спинов осколков деления для различных входных
каналов реакции слияния.
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ВВЕДЕНИЕ

В работе анализируется процесс формирования
средних спинов осколков деления, образующих-
ся в реакциях полного слияния деформированных
ядер при околобарьерных энергиях ядро-ядерных
столкновений. Анализ проведён в рамках динами-
ческого подхода [1, 2] к вычислениям средних спи-
нов осколков деления для реакций полного слия-
ния–деления тяжёлых ионов. Подход базируется на
динамической модели вынужденного деления [3–7],
в которой эволюция делящегося ядра описывается
в комбинированном пространстве деформационных
переменных и проекции K полного углового момен-
та J на ось деления. Величина K рассматривается
как величина, испытывающая случайные переходы
между своими возможными значениями на протя-
жении всей эволюции делящейся системы. Динами-
ка таких переходов определяется соответствующим
временем релаксации τK , температурой делящего-
ся ядра и поверхностью потенциальной энергии.
Подчеркнём, что динамическая модель обеспечила
согласованное объяснение угловых распределений
[4–7] и множественностей предразрывных нейтро-
нов в чрезвычайно широком диапазоне энергий воз-
буждения и J делящихся ядер. Ещё одним важным
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достижением такого динамического подхода к моде-
лированию процесса вынужденного деления явля-
ется открывшаяся возможность изучения влияния
условий формирования составного ядра в реакциях
с тяжёлыми ионами на поведение анизотропии уг-
ловых распределений осколков деления при подба-
рьерных энергиях ядро–ядерных столкновений [8].
Согласно результатам работ [1, 2], условия, реали-
зующиеся во входном канале реакции полного сли-
яния–деления, должны в случае тяжёлых состав-
ных ядер проявляться и в такой наблюдаемой, как
средние спины осколков деления 〈S〉. Для поиска
и анализа указанного эффекта выбраны реакции
12C +236 U и 13C +235 U, приводящие к образова-
нию одного и того же составного ядра 248Cf. Отме-
тим, что для этих реакций отсутствуют эксперимен-
тальные данные о 〈S〉 при подбарьерных энергиях
столкновений. Таким образом, полученные в работе
результаты вычислений можно рассматривать как
предсказания.

1. ДИНАМИКА ФОРМИРОВАНИЯ

СРЕДНИХ СПИНОВ ОСКОЛКОВ ДЕЛЕНИЯ

ТЯЖЕЛЫХ ЯДЕР

В динамической модели [1, 2] при вычислении
средних спинов осколков деления 〈S〉 для ряда ре-
акций полного слияния–деления процесс вынуж-
денного деления описывается с помощью системы
стохастических уравнений Ланжевена для одной
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коллективной координаты r и соответствующего
импульса p:

dr

dt
=

p

m(r)
,

dp

dt
= −1

2

d

dr

(

p2

m(r)

)

− dF

dr
− β(r)p + f(t). (1)

Здесь r — расстояние между центрами масс фор-
мирующихся осколков вдоль долины деления. Ко-
эффициент затухания для деформационной моды
β(r) рассчитывался в рамках модели однотельной
ядерной диссипации [9], а именно с использовани-
ем формулы «стена + окно» [3, 10]). При этом ис-
пользовался один подгоночный параметр ks, пони-
жающий вклад механизма «стены» для форм деля-
щегося ядра с шейкой [3, 10]. Анализ эксперимен-
тальных данных по анизотропии угловых распре-
делений осколков деления, а также по множествен-
ностям предразрывных нейтронов для ряда реак-
ций полного слияния–деления [4, 8] позволил опре-
делить его значение (ks = 0.2), используемое и в на-
стоящей работе. В (1) f — случайная сила со свой-
ствами: 〈f(t)〉 = 0 и 〈f(t1), f(t2)〉 = 2D(r)δ(t1 − t2).
Предполагается, что для коэффициента диффу-
зии D(r) выполняется соотношение Эйнштейна,
D(r) = m(r)β(r)T . Массовый параметр m(r) рас-
считывался в рамках приближения Вернера—Уил-
лера [11]. Для вычислений консервативной си-
лы в (1) использовалась свободная энергия,
F (r, T, J,K) = V (r, J,K) − ad(r)T

2. Ядерная тем-

пература вычислялась как T =
√

Eint/ad(r) (см.
[3, 12, 13]), где Eint = E∗ − p2/(2m) − V (r, J,K) —
энергия возбуждения, связанная с внутренними
(одночастичными) степенями свободы, а E∗ — пол-
ная энергия возбуждения. Кроме того, учитыва-
лась деформационная зависимость параметра плот-
ности уровней ad(r) = a1dA+a2dA

2/3BS(r), где A —
массовое число, BS(r) — безразмерный функционал
поверхностной энергии. Значения коэффициентов
a1d и a2d взяты из [13]. Потенциальная энергия де-
формированного и вращающегося ядра рассчиты-
валась с учетом ее зависимости от K:

V (r, J,K) = BS(r)E
0
S(Z,A) +BC(r)E

0
C(Z,A)+

+

[

J(J + 1)−K2
]

~
2

2ℑ⊥(r)
+

K2
~
2

2ℑ||(r)
, (2)

где Z — заряд делящегося ядра; BC(r) — безразмер-
ный функционал кулоновской энергии; E0

S и E0
C —

поверхностная и кулоновская энергии для соответ-
ствующего сферического ядра; ℑ||(r) и ℑ⊥(r) — мо-
менты инерции относительно оси симметрии деля-
щегося ядра и оси перпендикулярной к ней соот-
ветственно. Для определения ℑ||(r), ℑ⊥(r), BS(r),
BC(r) и r вдоль долины деления использовались
результаты работы [14].

В модели учитывались случайные скачкообраз-
ные изменения величины K в пределах допустимых
значений (−J ≤ K ≤ J). Эти переходы обусловле-
ны тепловыми флуктуациями одночастичных сте-
пеней свободы, а их частота зависела от величины
τK , которая полагалась свободным параметром. Бо-
лее подробно детали численного моделирования та-
кого поведения K описаны в [5, 6].

В расчетах также учитывался процесс эмиссии
легких частиц (n, p, α-частиц и γ-квантов) мето-
дом, подробно описанным в [16]. Отметим только,
что после каждого акта эмиссии вводились поправ-
ки не только на величину J , но и на величины K
и M . При этом предполагалось, что эмиссия легкой
частицы не меняет углов ориентации J относитель-
но пучка и деформированного делящегося ядра.

Для расчетов наблюдаемых характеристик про-
цесса вынужденного деления разыгрывалось мно-
жество ланжевеновских событий деления (деляще-
еся ядро достигло точки разрыва). Начальные зна-
чения r, p, J и K выбирались исходя из распреде-
ления:

Φ(r, p, J,K) =
1√

2πmT
exp

(

− p2

2mT

)

×

× δ
(

r − req(J,K)
)

Y (J,K). (3)

Здесь req(J,K) — значение коллективной коорди-
наты для равновесной деформации при данных J
и K.

Начальные распределения Y (J,K) рассчитыва-
лись с помощью соотношений, полученных в [8]
и учитывающих деформацию сталкивающихся
ядер, спин налетающего ядра sp и ядра мишени st:

Y (J,K) =

∞
∑

ℓ=0

st+sp
∑

S=|st−sp|

ℓ
∑

Kℓ=−ℓ

∣

∣

∣
CS,ℓ,J

K−Kℓ,Kℓ,K

∣

∣

∣

2 ∣
∣

∣
C

st,sp,S
±st,K∓st−Kℓ,K−Kℓ

∣

∣

∣

2

σ(ℓ,Kℓ,Kp)

∞
∑

ℓ=0

ℓ
∑

Kℓ=−ℓ

sp
∑

Kp=−sp

σ(ℓ,Kℓ,Kp)

, (4)

где

σ(ℓ,Kℓ,Kp) =

∫ ∫

∣

∣dℓKℓ,0(θt)
∣

∣

2
∣

∣

∣
d
sp
sp,Kp

(θp)
∣

∣

∣

2

σ(ℓ, θt, θp) sin(θt) sin(θp)dθtdθp. (5)

Начальные распределения составного ядра по проекции M полного момента J на ось пучка рассчитыва-
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лись с помощью соотношений, предложенных в [8, 15]:

Y (J,M) =

∞
∑

ℓ=0

st+sp
∑

S=|st−sp|

st
∑

µt=−st

∣

∣

∣
CS,ℓ,J

M,0,M

∣

∣

∣

2 ∣
∣

∣
C

st,sp,S
µt,M−µt,M

∣

∣

∣

2

σ(ℓ, µt,M − µt)

∞
∑

ℓ=0

st
∑

µt=−st

sp
∑

µp=−sp

σ(ℓ, µt, µp)

, (6)

где

σ(ℓ, µt, µp) =

∫ ∫

∣

∣dst±st,µt
(θt)

∣

∣

2
∣

∣

∣
dspsp,µp

(θp)
∣

∣

∣

2

σ(ℓ, θt, θp) sin(θt) sin(θp)dθtdθp. (7)

В (4)–(7) ℓ — орбитальный момент; Kp и Kℓ —
проекции sp и ℓ на ось симметрии деформирован-
ного ядра мишени; µp и µt — проекции sp и st

на ось пучка; θp и θt — углы ориентации дефор-
мированных ядер пучка и мишени относительно
оси пучка; Cj1,j2,j3

m1,m2,m3
— коэффициент Клебша—Гор-

дaна, а djk,m(θ) — сферическая функция Вигне-

ра. Под
∣

∣

∣
Cj1,j2,j3

±m1,m2,m3

∣

∣

∣

2

и
∣

∣

∣
dj±k,m(θ)
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∣

∣

2
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∣
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∣

∣

2
+

∣

∣

∣
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−m1,m2,m3

∣

∣

∣

2

и
∣

∣

∣
djk,m(θ)

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣
dj−k,m(θ)

∣

∣

∣

2

соответственно.

Для расчетов сечений слияния σ(ℓ, θp, θt) двух де-
формированных ядер с энергией столкновений в си-
стеме центра масс E использовалось соотношение:

σ(ℓ, θp, θt) =
π~2

2µE

2ℓ+ 1

1 + exp
(

2π[VB(ℓ,θt,θp)−E]
~ω(ℓ,θt,θp)

) . (8)

При вычислении величины кулоновского барьера
VB(ℓ, θt, θp) и частоты осциллятора ~ω(ℓ, θt, θp), ап-
проксимирующего его вблизи вершины, использо-
вался ядро-ядерный потенциал, состоящий из трех
частей: V (r, ℓ, θt, θp) = VN (r, θt, θp) + VC(r, θt, θp) +
Vrot(ℓ, r). Ядерное взаимодействие VN выбрано в ви-
де Вудса—Саксона:

VN (r, θt, θp) =
−V0

1 + exp
(

r−Rp(θp)−Rt(θt)
a

) . (9)

Здесь V0 — глубина потенциала; a — параметр диф-
фузности; Rt и Rp — радиусы ядра мишени и нале-
тающего ядра, для которых используются выраже-

ния Rt,p(θt,p) = r0A
1/3
t,p (1+βt,pY20(θt,p)), r0 — свобод-

ный параметр, At,p и βt,p — массовые числа и па-
раметры квадрупольной деформации ядра мишени
и налетающего ядра соответственно. Центробеж-
ный потенциал рассчитывался как

Vrot(r, ℓ) =
~
2ℓ(ℓ+ 1)

2µr2
. (10)

В (9) и (11) µ — приведенная масса сталкиваю-
щихся ядер. Для расчетов кулоновского потенциа-
ла VC(r, θt, θp) использовалось соотношение из [17].
Значения параметров ядро-ядерного потенциала
(V0, a, r0 и βt,p) взяты из [6, 8], где они были подо-
браны исходя из условий наилучшего описания экс-
периментальных данных по сечениям полного сли-
яния и угловым распределениям осколков деления

для всех рассматриваемых в этой работе реакций
для широкой области энергий ядра-ядерных столк-
новений, включая подбарьерные энергии.

При вычислении 〈S(θ)〉 необходимо учесть следу-
ющие механизмы. Первый — часть полного угло-
вого момента делящейся системы, связанная с её
вращением как целого, переходит в спины оскол-
ков. Второй — возбуждение K-моды, которое при-
водит к появлению угловой зависимости 〈S(θ)〉
[18–20]. Третий — возбуждение различных коллек-
тивных спиновых мод (так называемых wrigling,
bending и twisting) в процессе разрыва делящего-
ся ядра на два фрагмента. В этом случае приня-
то предполагать, что характерные времена релакса-
ции коллективных спиновых мод столь малы, что
в точке разрыва они достигают теплового равно-
весия, а их совокупный вклад можно оценить как
Scoll = kA5/6T 1/2 [19–21], где k — коэффициент про-
порциональности. Окончательно в рамках динами-
ческой модели 〈S(θ)〉 рассчитываются как среднее
по большому числу ланжевеновских событий деле-
ния (в настоящей работе Nf = 300000):

〈S(θ)〉 =

=
1

Nf

Nf
∑

i=1

√

c2J2
i + (1− c2)K2

i Wi(θ) + S2
i,coll, (11)

где Wi(θ) = 1
2 (2Ji + 1)

∣

∣

∣
dJi

Ki,Mi
(θ)

∣

∣

∣

2

— угловые рас-

пределения осколков деления для каждого i-го со-
бытия деления; Ji, Ki и Mi — значения полного уг-
лового момента и его компонент в точке разрыва.
В (11) коэффициент c характеризует часть J , пере-
ходящую в спины осколков деления [18]. Подчерк-
нем, что при таких вычислениях величина 〈S(θ)〉
не связана с какой-либо выделенной точкой потен-
циальной поверхности делящегося ядра (седловой
или точкой разрыва), а зависит от τK .

Анализ влияния входного канала реакции на 〈S〉
выполнен в рамках предположения о постоянном
времени релаксации для K-моды, которое, следуя
работам [1, 2, 6, 8], выбрано τK = 2× 10−20c. Пара-
метры c и k полагались равными 0.3 и 0.124 соот-
ветственно. Эти значения были определены исходя
из условий наилучшего описания эксперименталь-
ных данных по энергетическим зависимостям 〈S〉
для реакций 12С, 16O + 232Th и 12С, 16O + 209Bi
(см. рис. 1).
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Рис. 1. Зависимости 〈S(165◦)〉 и 〈S(90◦)〉 от E в еди-
ницах величины кулоновского барьера VB , вычислен-
ного по модели [22]: a — для реакции 12C + 232Th,
б — 16O + 209Вi, в — 12C + 209Bi и г — 16O + 232Th.
Сплошные красные кривые — результаты вычислений
〈S(90◦)〉, пунктирные синие кривые — результаты вы-
числений 〈S(165◦)〉. Точки — экспериментальные зна-
чения из [20]: синие квадраты для 〈S(165◦)〉, красные
круги для 〈S(90◦)〉

В [8] показано, что в случае деления тяжелых
ядер, образующихся в реакциях полного слияния
тяжелых ионов, в поведении угловых распределе-
ний осколков деления при подбарьерных энергиях
должен проявляться эффект памяти о начальных
распределениях по компонентам J составного ядра,
которые зависят от величины спинов и деформа-
ций сталкивающихся ядер. Действительно, величи-
на кулоновского барьера минимальна для θt,p = 0◦

или 180◦ и максимальна при θt,p = 90◦ [8, 15, 17].
Учитывая, что ℓ лежит в плоскости перпендику-
лярной пучку налетающих частиц, а st и sp в ос-
новном состоянии сориентированы вдоль осей сим-
метрии деформированных ядер мишени и пучка
[15], наиболее вероятными значениями компонент
J = ℓ + st + sp будут K = M = ±(st + sp). В слу-
чае нулевых st и sp наиболее вероятные значения
K = M = 0 ~. С увеличением энергии столкнове-
ний в надбарьерную область зависимость вероятно-
сти слияния от θt,p будет ослабевать. Следователь-
но, вероятности реализации различных значений K
и M будут выравниваться. Все сказанное учтено
в соотношениях (4)–(7).

На рис. 2 сравниваются начальные распределе-
ния по K для ядер 248Cf c J = 9~, образующихся
при полном слиянии 12C + 236U и 13C + 235U. В за-
висимости от взаимной ориентации величина куло-
новского барьера для этих систем лежит в преде-
лах (60–65) МэВ. Распределения по K для глубоко-
подбарьерной энергии столкновений, E = 55 МэВ,
сильно различаются. А именно Y (J,K) для слия-
ния бесспиновых ядер 12C + 236U имеет один пик
с наиболее вероятным значением K = 0~. В случае
реакции 13C + 235U распределение Y (J,K) имеет
два максимума, лежащие при K = ±(st+sp) = ±4~.
Таким образом, слиянию ядер с ненулевыми спина-

ми соответствуют более широкие распределения по
K. Также на рис. 2 представлены примеры практи-
чески равновероятных распределений Y (J,K) при
E = 75 МэВ, т.е. при надбарьерной энергии. Деталь-
ный анализ энергетической зависимости начальных
распределений Y (J,M) выполнен в [8].

Рис. 2. Y (J,K) при J = 9~ для реакций 12C+236U
(слева) и 13C+235U (справа). Результаты вычислений
при E = 55 МэВ представлены закрашенными синими
символами, соединенными сплошными кривыми; при
E = 75 МэВ — незакрашенными красными символами,
соединенными пунктирными кривыми

Именно эти различия в Y (J,K) позволили объяс-
нить экспериментальные данные о поведении и ве-
личине анизотропии угловых распределений оскол-
ков деления тяжёлых составных ядер, образую-
щихся в реакциях столкновения деформированных
ядер при подбарьерных энергиях [8]. Как и угло-
вые распределения осколков деления, величина 〈S〉
также должна быть чувствительна к форме началь-
ных распределений по K. Однако основной вклад
в расчётные значения 〈S〉 дают члены уравнения
(11), связанные с полным угловым моментом и воз-
буждением коллективных спиновых мод [18–21].
По этой причине для анализа выбрана величина
ξ = 〈S(90◦)〉2 − 〈S(180◦)〉2, которая в меньшей сте-
пени зависит от упомянутых процессов. Здесь сле-
дует напомнить, что 〈S(180◦)〉 практически не за-
висит от K [19, 20]. На рис. 3 сравниваются энер-
гетические зависимости ξ для реакций 12C + 236U
и 13C + 235U.

Как видно из представленных данных, при надба-
рьерных энергиях столкновений значения ξ практи-
чески совпадают для обеих систем, что можно объ-
яснить схожими Y (J,K). При подбарьерных энер-
гиях проявляются заметные расхождения в резуль-
татах вычислений для реакций, идущих на безс-
пиновом ядре 236U и на ядре 235U, обладающем
ненулевым спином. Это можно объяснить тем, что
часть событий деления трансурановых ядер, даже
при подбарьерных энергиях столкновений, характе-
ризуется длительностью протекания меньшей, чем
τK . Для таких событий существенное влияние на ве-
личину 〈S(90◦)〉 должны оказывать начальные рас-
пределения по K, сформировавшиеся во входных
каналах реакций. Отметим, что в работе [8] было
показано, что для всех рассматриваемых здесь ре-
акций длительность (5 —10)% событий деления не
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Рис. 3. Зависимости ξ от E в единицах VB для реак-
ций 12C+236U (красные квадраты) и 13C+235U (си-
ние круги)

Рис. 4. Зависимости 〈S(180◦)〉2 от E/VB для реак-
ций 12C+236U (красные круги) и 13C+235U (синие
квадраты)

превышает τK при подбарьерных энергиях. Измене-
ние наклона зависимостей ξ [E/VB ] при подбарьер-
ных энергиях ядро-ядерных столкновений можно
объяснить изменением характера начальных рас-
пределений Y (J,K). Действительно, в зависимо-
стях 〈S(180◦)〉2 от E/VB (рис. 4) такое изменение
наклона отсутствует.

В целом можно утверждать, что на процесс фор-
мирования средних спинов осколков деления транс-
урановых ядер, образующихся в результате полно-
го слияния тяжёлых ионов при подбарьерных энер-
гиях, заметное влияние оказывают начальные рас-
пределения по компонентам полного углового мо-
мента составного ядра, сформировавшиеся во вход-
ном канале реакции. Это открывает новую возмож-
ность изучения процесса полного слияния для ре-
акций с тяжёлыми ионами. Напомним, что в ли-
тературе отсутствуют экспериментальные данные
о 〈S〉 при подбарьерных энергиях для рассматрива-
емых здесь реакций. Следовательно, проверка сде-
ланных предсказаний относительно поведения 〈S〉
при подбарьерных энергиях потребует проведения
соответствующих измерений с относительной по-
грешностью не более 15%.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках динамической модели [1, 2] рассмат-
ривается процесс формирования средних спинов
осколков вынужденного деления. Используемые
в расчетах значения параметров модели обеспечива-
ют хорошее описание экспериментальных данных
по средним спинам осколков деления для реакций
12С, 16O+232Th и 12С, 16O+209Bi при надбарьер-
ных энергиях столкновений. В области подбарьер-
ных энергий для реакций 12+236U и 13+235U, при-
водящих к образованию одного и того же состав-
ного ядра 248Cf, вычисления предсказывают замет-
ные различия в поведении средних спинов оскол-
ков деления. Их можно интерпретировать как след-
ствие различных начальных распределений по ве-
личине K, зависящих от величины спинов и дефор-
маций сталкивающихся ядер. Проверка настоящих
предсказаний предполагает измерение средних спи-
нов осколков деления для указанных систем в ши-
рокой области энергий столкновения, включающей
подбарьерные значения.

Исследование выполнено в рамках государствен-
ного задания Московского государственного уни-
верситета имени М. В. Ломоносова.
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Features of the Formation of Spins of Fission Fragments

in Complete Fusion Reactions of Deformed Nuclei
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Within the framework of a dynamical model, an analysis of the energy dependences of the mean spins of fission
fragments formed in complete fusion reactions of deformed nuclei has been carried out. The parameters of
the dynamical model are determined from the conditions of the best description of experimental data on the
mean spins of fission fragments for the reactions 12C+ 232Th, 16O+ 209Вi, 12C+ 209Bi and 16O+ 232Th. The
influence of the reaction entrance channel on the formation of fission fragment spins of the compound nucleus
is discussed. The effect of the entrance channel is considered using the example of the 12C+ 236U and 13C +
235U reactions, leading to the formation of the same compound nucleus 248Cf. It is shown that, at sub-barrier
collision energies, noticeable differences in the behaviour of the mean spins of fission fragments for different
entrance channels of the fusion reaction should be observed.
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