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ОБНАРУЖЕНИЕ СЛАБЫХ ВОЗДЕЙСТВИЙ НА КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ 
СИСТЕМЫ С ВЫСОКОЙ ДОБРОТНОСТЬЮ

Вычислены квантили для распределения амплитуды колебаний в высоко добротной 
колебательной системе, на которую воздействует стационарная флуктуационная сила. 
Получены соотношения для минимальных обнаружимых силы и мощности при времени 
воздействия на такие системы меньшем, чем время установления собственных колеба­
ний. Указаны возможности повышения разрешающей способности в некоторых физиче­
ских экспериментах,

В целом ряде тонких физических экспериментов, осуществляемых 
в лабораторных условиях, при обнаружении слабых сигналов на фоне 
флуктуаций длительность сигнала может быть меньше, чем время уста­
новления колебаний в системе, на которую воздействует сигнал. Осо­
бенности условий обнаружения таких сигналов и некоторые интересные 
физические следствия удобно рассмотреть на примере колебательной 
системы с высокой добротностью.

Рассмотрим колебательную механическую систему с одной сте­
пенью свободы, которая находится под воздействием внешней силы F(x) 
в течение некоторого времени 0 < т < т .  Кроме силы F(x) на колеба­
тельную систему воздействует флуктуационная стационарная нормаль­
ная сила F<f,. В  частном случае сила F $  вызвана тепловыми флуктуа­
циями так, что .Р |=4х777ДД где Т — температура, к — постоянная 
Больцмана, Af — полоса частот, Я —-коэффициент трения.

О колебательной системе известно, что она обладает высокой доб­
ротностью:

т„ =  2 я  =  (1)

Здесь то — период колебаний, m  — масса, к  — жесткость. Под воздей­
ствием силы Рф в колебательной системе возникли колебания с ампли­
тудой А  (т) sin [мот+ 0  (т) ]. Д ля тепловых флуктуаций /сс2= к 7 \ где а2 = А 2. 
Определим, какое минимальное значение силы /7(т) можно обнаружить, 
наблюдая за изменениями амплитуды А. При рассмотрении этой задачи 
ограничимся случаем, когда время воздействия силы т не слишком 
велико, так, что выполняется условие

t0 С  t  С  т \  (2)
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Выражение для плотности условного распределения амплитуды 
колебаний А х в :иом*н|г т имеет вид £1]

W (AX/A)=,
Ах ( QAA% 

V aan  —( l - Q 3)

г2 (х)В нашем случае Q2 ~  ^  е
ст4

2 |Х|

W - i i s f S ] -  (3>

Д ля того чтобы решить вопрос: обнаружено И л и  не обнаружено» 
воздействие силы / ’(т) на колебательную [систему, веоб|ходимо опреде­
лить величину квантили [Л~]1_ а , которая с некоторой выбранной вели­
чиной достоверности (1—а) ограничивает возможные значения А~
в момент т  при условии, что при т = 0  амплитуда равнял|ась А:

LAxh-a
1 — a =  J  W(AXl\fi)dAx. (4>

В выражении (4) a  обычно назывзктся о п и т о й ' первого рода. 
Если в результате наблюдений в конце интервала х  (оказалось, что 
А х > [ А  f  ] , ^ ,  то с достоверностью 1—tf можно у^жеря^дать, что кро­
ме F$ на колебательную систему воздействовала н^аддаорая сила ^ (т ) .

При определении [ А - \ _ а сначала рассмотрим случай А (0) =  0*. 
В этом предположении выражение (4) прийимает вид

[̂ i - a  ' L J! ■ J '
а  = J' W(Ax\ 0)dA

-  I
=  1 — exp

2со

02e
exp X

2co2
J dAx —

где с 2 t
« 1 .

Откуда

2 In =  a  (a), 

льзовалисьПри вычислении [A~\\-a мы восш<] 
ством, что / 0(0)==1. Значение [A-^]i-a и
начальных значений А (0) ^  0 /  с, и с 
можно, задавая а  оценивать границы возможного j яшме

времени! ^

(5>

(6)

А ~  <  [ Л -  ] i_ a , при котором мы сделаем
жим, что £ >  1. Сдвиг фаз <р между колебаниям#, вызванными F(x)  
и / " ф ,  может быть произвольным, так как  по усЛоймн} - 4 ( 0 )  близко к
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бы р а с к ^ т ь
ды колебаний [4 ^  — i43i-a по истечение 
жим, что сила F{t)  »  отсутствие /ф  могла 
систему за время т до амплитуды В. Зададимся $ершт<?рым значением. 
£ =  В/[Л%]i- а  и вычислим величину ои|(й бки вто$#|Го j рода ^-вероят­
ности того, что в, предположении В  #

ем обстоятель- 
сильно!! изменится для всех
помощфф соотношения (6) 

йения амплиту- 
^перь предполо- 

колебательную-

0 осу 
выврд

:Твйтся результат 
При этом поло-



нулю. В результате совместного воздействия F(x) и i>  в конце интер­
вала т амплитуда колебаний 'будет равна

4 >  =  4 -  + B‘ +  2A?Bcos<(. (7)

Если окажется, что А - р <  [Aj-]i-<x, то должен быть сделан вывод, 
что В  =  0 и F (т) =  0. Поэтому вероятность ошибки второго рода р — это 
вероятность того, что Й ^-li-a, или используя (7), верояность того,

Откуда

Л - >  — В  cos ф — / [Л~ ]f_a — В2 s in2 ф 

Л - <  — В  cos ф +  ,/[Л -]2 _ а — £ 2'sin2 ф.

я -  Всобф+У [ А ^ _ а- В231'п2ф

р =  dq>. J  Г ( л |0 ) < г л ,  (8)

ф‘  — ВсоБф -у [Л ^ ] ^ _ а - В 231П2ф

где sin =  1/£.
И - ll -a

Произведя замену обозначений [a-]i_a =  — *------ и учитывая, что

£ =  B}[A~]i-a, выражение (8) можно преобразовать:

I f f  Г [a ?̂-a(— Scos<р — /■ 1 — £2sin2<р) -j
P  =  T j { e x p  ---------------------------- 5 --------------------------------- Ь

<р4
Г ? С 0 5 ф - Ь К Г = ^ д а ^ )  -W

-  ехр [ --------------------------- ----------- -------- j  }  Лр, (9)

2тгде так же, как и раньше, с =  —  . *
т*

Величина [a -]i_a связана с величиной ошибки первого рода а с помощью 
соотношения (6). Используя его, можно выразить р как функцию а и £

Я
j j  _  _ L  J  { а [ - г с 0 5 ф - / Т = £ а д ]  —  а Е-?созф+ yi-{»sln*(p]J. ^ ф . ( 1 0 )

ф»
При а= 0 ,05  для £=1,41 и £—2 величина {3 равна соответственно 0,117 
и 0,005. Таким образом, вероятность не обнаружить воздействие силы 
F (r), вызвавшей амплитуду В = 2  [A ?h-a, не превышает 0,5%.

Обратимся к случаю, когда А  (0) и А -  не малые по сравнению с а
2 х '  "

величины. Учитывая, что с =  —  <  1, функцию / 0 в (3) можно заменитьX*
ее асимптотическим выражением для больших значений аргумента / 0 (х) ^

- L e x • ' ' ; •'
^  (2 пх) 2 . При этом выражение для плотности вероятности условного 
распределения W (ат | а) принимает простой вид

Г  (a, I a) da, ш  у  ^ - ± = -  ехр [ах — аР
2 с dax, (11)

\  Агде ах =  — , а =  —  .
0 а
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Таким образом, при А ^ а  нормировав 
(at — а) подчиняегся асимптотически норм4

2х
сией, равной с = -----. Поэтому для того

[а$—- a]i_ e , которая ограничит возможные 
рой фиксированной вероятности ошибки цё; 
пользоваться обычной процедурой для норм

а =  [1 — Ф(И1_в)],
где

ф = -Дг I
О

изменений й ̂  при некото- 
рвого р<Ца 4> можно вос- 
ального;распределения

Ии

Задавая а  и используя хорошо известные таблицы t для 
можно определить квантили и i_a. Например, при 
откуда

[Д~ —  Л]0,95 = oVc-
Интересно сравнить близкие функции -ф (а) 
ние (6)) и «1_а. В таблице приведены значен^ 
ких значений а.

a ■ф(о)
"I •" 

«1-в

О.ОЕ! 2,45 1,96
0,01 3,04 2 ,38
0,0(15 3 ,25

2’10,0(11 3 ,72
0,0005 3 ,90 3 ,48
0,0001 4,29 3 ,8$

ное измекение амплитуды 
льному !$**ору с диспер-

чтобы найти квантиль

_  1 ^ - 4 -  
V I

(12)

1,96.

функции Ф,
05 Мо,95— 1)96,

(13)

[2 In (1 j (см. выраже- 
я ф(а) й Щ-а для несколь-

Величина ошибки второго рода § для. случая А ^  а  м©жет быть рассчи­
тана так, как это обычно делается в случаи норма$)ьногф распределе­
н и я  (см., например, [2]). ■
4 Как видно из соотношений (6) и 
[ Л - — A  ]i—a » определяющей минимальное 
амплитуды, вы з» |яное внешним воздействием 
помноженной на величину порядка 2-*-4 в
значений а  и р и от начальных значений Л (0 ). Тацэм юбразом, для 
определения кэа^тил* необходима пред» |рительн)^». информация о

(13), в^аич^на квантили 
обнаружимте изменение

равна a Y c> 
зависимфйш £т выбранных

величинах а , х* и т. Знание этих трех велич
‘если желательно обнаружить однократно*; воздейретаие силы F(x).  
.Однако, если дае^тся возможность произвести не^рль^о измерений 
воздействия Одйнаковых F(x) с одинаковыми т (не) |*ен^ше двух), то 

■потребность в предварительной информации о велич^щдас ;а и т*( отпа­
дает. В этом случае вместо cr Y с  “ ь-а следует бУ»?тгь | (sf -\f n)-U—a,
где s2 — оценка; дисперсии изменения ампли 
олыта, /г — чисЬю повторений воздействия 
^-распределения. При большом числе поэт 
^1_о можно заменить на и i~a •

Обсудим некоторые физические следст

ин я в л яй ся  Обязательным,

гуды за ifcpieMji Ъ взятая из 
F (т ) , ti^a  — квантили 

орений й, как известно [2],

вия из Умученных выше
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соотношений. Как видно из выражений (6) и (12), наименьшее значе­
ние изменения амплитуды колебаний, вызванных внешним воздейст-. 
вием, которые еще возможно обнаружить, существенно зависят от вели­
чин тГ и т*, а с последней величиной в случае тепловых флуктуаций и 
от трения-в системе. По-видимому, в целом ряде случаев возможна 
постановка физических экспериментов, в которых ■будет измеряться 
изменение амплитуды колебаний много меньшее, чем сг, вызванное теп­
ловыми или иными флуктуациями.

Величины мощности, которые можно различать, наблюдая измене­
ние амплитуды А, вызванной тепловыми, флуктуациями для случаев

Л (0) ^  а  | / $  и А  (0) — а, равны
&{£(а,Р)ИД }• 2хТ

“  Т *

(Н)

/i

2 £ о £ ( с е ,  Р ) [ А ~  —  Л ] , _ а  2у 2кТ iy/  о ч  т
N  =  ------------------ ^ ------------------- =  : - - 7 = = -  (С ( « ,  Р) « 1 -а }  •

х  У  X X *

Интересно отметить, что при одном и том же времени измерения t  
'обнаружимая мощность N, которая вкладывается или извлекается из 
колебательной системы в рассматриваемом случае ( т < ^ т * ) ,  может 
быть существенно меньше, чем обнаружимая мощность при синхронном 
детектировании ( т > т * ) ,  при одинаковых т, когда

ЛГе.д. = Y - f - .  (15)

В формуле (15) у  так же, как £(<х, Р)^з(а) и £(a, p)Mi_a , имеет 
порядок неокольких единиц и определяется величинами а  и р. Таким 
образом, приведенные в [3, 4} величины минимальных обнаружимых 
мощностей слабых сигналов относятся лишь к конкретным условиям 
поставленных опытов, в которых t< C t* .

Если сила F ( t)  имеет вид цуга синусоидальной волны так, что 
F(x)  = / 7osincooT при 0 < т < д г  и F (x ) = 0  при 0 > х  и %>т, то наименьшая 
обнаружимая величина F0  равна

(16)
щ

где ft равно соответственно £(а, р) (се) или £(а, {}) Щ-а в зависимости от 
того, А  (0) <  а У с  или А  (0) ^  а. Оценка для величины F0 может быть 
получена и из элементарных соображений, исходя из того, что для обна­
ружения необходимо, чтобы F0^  V f%  и А /~ 1 /т ,  так к^к это было 
сделано нами [5] при оценке наименьших обнаруженных величин изме­
нения компонентов тензора кривизны Ri0j0 и потока мощности грави­
тационного излучения.

Как это подчеркивалось в случае тепловых флуктуаций, наимень­
шие обнаружимые значения изменения амплитуды А, под воздействием 
силы F(%), мощность N  или амплитуда F0 существенно определяются 
величиной элемента трения Я. Д ля механических систем в лаборатор­
ных условиях наименьшее значение трения Я  было получено, по-види* 
мому, Бимсом [6]. В его ультрацентрифуге подвешенная в магнитном 
поле в вакууме (Т — 300° К, р = 1  • 1СН мм рт. ст.) масса в 13 кг теряла

69



[9]).
соответфвую1г обнаружи

около 10 об!мин т\ сутки, если ей 'была сообщена частота вращения 
около 25000 об/мин. Такому затуханию соответствует • IQ- 6 г/сек
и постоянная времени т * ~ 2 • 10+9се/с (н<жолебатбльная система). 
Создание колебательной системы с использованием мш*итного подвеса 
и сохранением та«ой величины Я  не представляет, принципиальных 
трудностей. Наложить жесткость на гантель нз двух wjtec, Подвешенную 
в магнитном поле, можно с помощью электростатического поля или 
гравитационного паля (как это делал Этвеш 

Значениям т* ^ 2 * 1 0 +9 сек и т~ 10+ 5 сек 
мые силы Fo (см. (16)) йо крайней мере на 7—8 порядков меньше, чем 
те, которые удалось разрешить в последнее время при постановке гра­
витационных экспе)эиментов (см., например, [7, 8]). 0Иг6 указывает на 
существенный неиспользованный «резерв» разрешакр(щей способности 
в экспериментах, которые сводятся к обнаружению $#а,лы|х. механиче­
ских сил. j

Все приведенные соотношения для квантилей ус^с®но1го распреде­
ления амплитуды колебаний и для обнаружимой мощности сигнала 
(формулы (6), (13) и (14) сохраняют силу и при обнаружении слабого 
воздействия на электрическую колебательную систему с чысокой доб­
ротностью.

В заключение отметим одно обстоятельство: обычно принято счи­
тать, что квантов!ые флуктуации проявляются при вЫ^юлнёнии соотно­
шения hcoo ^  х7\ В соответствии с соотношениями (14) в высокодоброт­
ных колебательных системах «вантовые флуктуаций мо^кно обнару­
жить и при более низких частотах (более высоких температурах), если

Г И  ■ •4хГ | /  —  , последнее соотношение ограничивает область при­

менимости формулы (14).
Приведенные в настоящей работе соотношения могут быть приме­

нены в физических экспериментах в лабораторных у$**Мвйях, возмож­
ность использования! приведенных расчетов Для задач связи требует 
специального анализа.

В заключение антор считает своим приятн^
Р. Л. Стратоновича за ценные дискуссии.
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