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О ДВИЖЕНИИ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Исследовались дрейфовые уравнения для аксиально-симметричного магнитного 
поля: -Получен приближенный интеграл точных уравнений движения, свойства которого 
изучены на численном примере.

1 . Интегрирование уравнений движения заряженной частицы в не­
однородных и переменных во времени электрическом и магнитном по­
лях представляет сложную задачу. Практически единственным мето­
дом является численный просчет на вычислительных машинах. Но и 
численный счет становится затруднительным, если частица в своем 
движении совершает большое число оборотов вокруг силовой линии 
магнитного поля. В этом случае применим другой метод, впервые пред­
ложенный X. Альфвеном [1], заключающийся в отделении «быстрого» 
движения частицы по ларморовской окружности и в переходе к иссле­
дованию «плавного» движения центра этой окружности, называемого' 
также «ведущим центром». Условием применимости этого метода-
является малость выражения — 1 , где R l — ларморовский ра-н
диус, Я  — напряженность магнитного-поля.

И. Н. Боголюбов и др. [2, *3] с помощью метода усреднения полу­
чили систему уравнений, описывающую, движение ведущего центра 
(дрейфовые уравнения), из которой движение поперек магнитного по­
ля определяется в первом приближении (с точностью до —— , где сон—

н  '
ларморовская частота — большой параметр), а движение ведущего! 
центра вдоль поля — в нулевом приближении.

Полная система дрейфовых уравнений первого приближения по­
лучена С. И. Брагинским [4]. Движение релятивистской частицы в дрей­
фовом приближении исследовано Г. Хеллвигом [5].

В настоящей работе рассматриваются дрейфовые уравнения для 
аксиально-симметричного магнитного поля. Показано, что в этом слу­
чае уравнения сильно упрощаются. Система дрейфовых уравнений 
дополняется уравнением для фазы, знание которой позволяет вычис­
лить параметры движения частицы по координатам и скорости ее ве­
дущего центра. В работе получен приближенный интеграл точных 
уравнений движения, причем полная, производная этого интеграла по
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времени имеет порядок -4 -  . На численном примере исследована за-
w н  . .

висимость полученного интеграла от времени для аксиально-симметрич­
ного магнитного поля. s

2. Полная система дрейфовых уравнений первого приближения 
весьма громоздка, что сильно усложняет ее применение. Однако для 
практически важного класса магнитных полей — полей с аксиальной 
симметрией — дрейфовые уравнения удается существенно упростить. 
В правые части уравнений входят комбинации трех взаимно ортого-

—* -->• —►
нальных единичных векторов то, ть %ч, где То — вектор, касательный к

—►
силовой линии поля Я. Целесообразно направить по главной норма­
ли, а %2 — по бинормали. Тогда для аксиально-симметричного поля 
# = {  н г, О, Hz } (в цилиндрической системе координат) имеем

* - { ■ £  ■ ° ' °- - 1 г } ’ ?> = ' 0' х- °>-
Для простоты будем предполагать, что электрическое поле отсут­
ствует.

Дрейфовые уравнения в этом случае принимают вид
dr н .---- и —-
dt Н

r dq>
d t е Н

г а  ( H z \ ____ д /  Hr \ 1  тс W* Г н  дН f t  дН 1

[  dr \  Н )  dz \  Н  J J 2е Н* [  r dz г dr J »
dz Hz---- =  U—-
dt Н

du w2
dt 2 №

dw  __ uw
dt ~  2H2

Г я , — +  я г — 1,
L r dr z dz J

\ н г Ш- +  н 2-™ 1 .
L dr 2 dz J

Здесь r, <p, z — цилиндрические координаты ведущего центра, и — 
компонент скорости ведущего центра, направленный по касательной к 
силовой линии, w — компонент скорости, перпендикулярный к и. Урав­
нения для и, w, г, z  не содержат <р, т. е. <р находится по известным
и, w, г, 2 -квадратурой. Кроме того, уравнения для г, z, и, w не содержат
членов первого порядка по — , Если аксиально-симметричное магнитное
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поле таково, что rot Я  =  О, то дрейфЬвые уравнения можно еще более 
-упростить:

—  -  й Нг 
dt ~~ Н '

dz __ Нг
~dt ~  Н  ’

du ш2

dt 2Н3

dw

{н А + Ш г Н г Ш ^  +  Н1^

dt

=  JfL  Г# 2  -Щг- +  2НгНг —  +  Я ! - ^ ] ,
2Н3 \ r dr dz 2 dz J[

=  ЛЮ. /  Ц2 +  j L ) _ L  \н гн г (Щ  -  Я2)1.
е \  2 /  Я 4 , \  dr dz j  dz z r ,\



3. Для того чтобы до координатам и скорости ведущего центра 
найти координаты и скорость частицы в первом приближении, необхо­
димо знать фазу скорости ведущего центра а, т. е. угол между векто­
ром поперечной скорости w и вектором ть Уравнение для фазы можно 
получить из общей схемы усреднения систем с быстро вращающейся 
фазой, развитой Н. Н. Боголюбовым [3]. В этом уравнении достаточно
удержать только члены нулевого 'порядка по ——, опустив члены пер-

н
вого порядка малости. Искомое уравнение имеет вид

da и ->— - = — соя — —  [2T0ro t t 0 — T jro tt!— т2 гоН2].

Характерно, что для аксиально-симметричного магнитного поля члены ну­
левого порядка Обращаются в нуль, т. е. =  — (ан  4 - 0 Y

dt \  “ я  /
4. Для ряда задач желательно знать приближенные интегралы си­

стемы точных уравнений движения заряженной частицы. Величина—
©и

является приближенным интегралом системы дрейфовых уравнений. 
Как показал С. И. Брагинский [4], имеет место равенство ,

' d 
dt

—  uw  - >
(ш— -^=г— -r0 rot То)2

2(0Я_________
СОЯ

Из этого равенства, если магнитное поле удовлетворяет условию
 ̂  ̂ ^ \ f  J \

Н rot Н  =  0, следует ---- ( —— 1 = 0  —=- ]. Заметим, что для аксиально-
dt V ©я /  V ©я /

симметричных полей всегда Н  rot Н -= 0. Однако можно лривести примеры 

магнитных полей, для которйх =  ^ j- Такими полями, на-
—> —V

пример, являются поля #  =  {0, A, Bcoscp} и Н — {0, Crz, D), где А, В у
С, D — произвольные константы, отличные от нуля. (Будем отмечать вели­
чины,; относящиеся в ведущему центру, чертой над соответствующей бук­
вой.) Рассмотрим величину Используя систему точных уравнений дви-СОя
жения, нетрудно получить

d / ©2 \ w3 У©я w3 ^©я1 T - iC osa— ---- - T „ s i n a  —1 ГЛ Л\ £idt \ ©я / ®я ®я ®я ®я
2ы2ау ч ^  2и2ю .-----  —  (t;0v) t 0 cos a -------—-  тг2 (т0у) т0 sm a ■

UZSD "v1 —> —>
— ——  [тг (тху) т0 — т2 (т2у) т0] cos 2 a ■ 

шя
|2

(Оя
[тх (т2у) т0 +  т2 (tiV) т0] sin 2 a.

Мы видим, что ) имеет первый порядок милости. Поставим
dt \ ® н }

о * 7Л)2 ^
задачу: наити функцию вида /  = ------ b /(г, о) (где /  (г, у) имеет, порядок

“я  \
■—о” ), такую, что —— =  0 ( - W  Для этого перейдем в выражении

©я /  Л Ч ™я
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от координат и скорости ведущего центра к координатам и скорости самой 
частицы. После ряда преобразований получим

г Т* Л  w3 V®# . . , 2u?w _> . .
/  (г, о) =  — — —  (та cos а  —  Tj sin а) ------5— т0 (т0у)  ( t 2 cos а  —  хг sm  а) - f

to н  © £

U X S r
+  — 2-  К  (*av)  то +  t a (тху) Т0] cos 2 а —£(йн

UXiу2 -> -> -> -» -» ->
------- j -  [*i (Ti v) *0 — * 2 (^V) To] sin 2 a,Ъан

причем =  JL- fJL— \- f(r, v)') =  o f  -Л -) . Отметим, что отношение 
dt dt \ . &н  J  \  to f f}

-»■ -*■ щр, y t- J
-f{r, v) к ----  имеет.порядок RL——. Функцию I  можно дополнить членами

н  Н
третьего порядка так, чтобы производная во времени от полученного выра­
жения была уже не второго, а третьего порядка, но пользоваться этим 
интегралом затруднительно ввиду громоздкости.

В случае аксиально-симметричного поля приближенный интеграл можно 
записать в более простом виде

/ =  1 Г  +  v>’ (2 « 2 +  ^ ) v xwh  e2 Hb

X [ а д  (H\ -  Hi) sin a +

mfl_ г _2_ H  J _  /H 2 dHr_ ^  2 H f J  dHj_ H 2 _ А Н Ц  I  g in  2
2e2 № [ r r H2 \ dr r z dz dz } J

Знание приближенного интеграла движения позволяет при-и>н
ближенно определить координаты точки отражения частицы от магнит­
ной пробки. Уточненный интеграл I позволяет определить также фазу 
частицы в момент отражения от пробки.

5. Свойства полученного приближенного интеграла системы точных 
уравнений движения были рассмотрены на примере движения заря­
женной частицы в аксиально-симметричном магнитном поле с вектор­
ным потенциалом вида А =  |о, н о ( ~  + У  h  (М  cos Pzj, Oj, где Я 0, р,
Y — постоянные, / 1 — функция Бесселя; мнимого аргумента. Программа,
составленная для решения этой задачи, предусматривала численное
интегрирование канонических уравнений движения методом Штермера
и вычисление по найденным координатам и скорости частицы величин 

££>2 —* —*
-— и 1= —---- Н  (г, v). Начальные данные выбирались так, чтобы час-юн 0iH
тица находилась внутри области абсолютного удержания. Счет прово­
дился до тех пор, пока частица не совершит трех отражений от маг­
нитных пробок. Вычисления проводились с двумя значениями абсолют­
ной точности ( 10 - 7  и 10 "8), причем результаты совпали до седьмого 
десятичного знака. Проведенный численный анализ показал, что /,

W2 ^ „в отличие от ——, не испытывает колебании с ларморовскои частотой



к изменяется весьма мало (относительное изменение / на интервале 
между двумя последовательными отражениями равно 0,033%), при 
этом I  максимально при отражении и минимально, когда частица нахо­
дится на равном расстоянии от магнитных пробок.

В заключение пользуюсь случаем принести благодарность А. Н. Ти­
хонову за внимание к работе и ценные замечания.
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