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ОБ ОДНОМ ЧАСТНОМ СЛУЧАЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ВОЛН 
НА ГРАНИЦЕ НЕЛИНЕЙНОЙ СРЕДЫ

Рассмотрена задача о падении плоских волн трех частот на границу диспергиру­
ющей слабо нелинейной прозрачной среды. С помощью метода укороченных уравнений 
найдены выражения для амплитуд отраженных и преломленных волн. П оказана воз­
можность параметрического усиления световых волн, испытывающих многократные 
отражения от границы нелинейного диэлектрика.

В ряде работ (см-., например, [1, 2, 3]) подробно изучались в рам­
ках феноменологической теории процессы усиления и генерации свето­
вых волн в нелинейных диэлектриках. Полученные в этих работах ре­
зультаты относятся к бесконечному диэлектрику; граничные условия 
обычно задаются по аналогии с линейным случаем отдельно для каж­
дой световой волны. Очевйдно это справедливо во всех случаях, когда 
взаимодействием волн на границе раздела линейной и нелинейной сре­
ды можно пренебречь. Изучение взаимодействия волн на границе 
помимо уточнения начальных процессов, протекающих в диэлектрике, 
может иметь и самостоятельное значение при создании нелинейных 
устройств, использующих поверхностные волны.

В работе Бломбергена и Першана [4] получены формулы для отра­
женных и преломленных волн второй гармоники (комбинационной 
частоты), возникающих на границе диэлектрика, поляризация которого 
является квадратичной функцией напряженности поля. Решение волной 
вого уравнения в слабо нелинейной среде представлялось в виде супер­
позиции двух волн: собственной и вынужденной (обусловленной нели­
нейной частью поляризации). Очевидно, что в области, где волновоейетс- 
тора этих волн оказываются близкими (резонансный случай), представ­
ление решения, использованное в [4], становится некорректным. В этом 
случае естественно решение в нелинейной среде искать в виде волн с 
медленно меняющимися амплитудами и фазами, для определения по­
следних необходимо составить укороченные уравнения [2 ].

В настоящей работе для одного частного случая падения всшг 
произвольных начальных амплитуд на границу раздела линейной и не­
линейной среды решена задача об отражении и преломлении с привле­
чением метода укороченных уравнений. Проведено обсуждение полу­
ченных результатов, в частности рассмотрена возможность параметри­
ческого усиления при многократных отражениях волны сигнала от по­
верхности нелинейного диэлектрика.



§ 1. Вывод основных соотношений

Пусть на границу раздела линейной и нелинейной сред падают пло­
ские волны трех частот coi, со? и (03 =  0)1— (02 (см. рис. 1 ), обладающие 
одинаковой поляризацией ЕУ = Е, EX = EZ = 0. Как и & работе [4], ограни­
чимся случаем, когда обе среды можно считать непоглощающими и
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изотропными; нелинейную зависимость вектора индукции D от напря­
женности поля Е представим в виде
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В силу малости параметра £ ре­
шение волнового уравнения во 
второй среде можно представить 
в виде разложения в ряд по ма­
лому параметру о—1. Рассматри­
вая в дальнейшем лишь волны 
указанных выше трех частот и 

ограничиваясь первым приближением, получим

Рис. 1. Падение электромагнитных волн на 
границу раздела линейной и нединейной 
сред. Показаны направления волновых век­
торов для преломленных и отраженных 

волн, имеющих частоту 0)2
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(штрихом помечены характеристики нелинейной среды). Комплексные ампли­
туды «плоских» е о л н  перЕого приближения являются медленно меняющи­
мися функциями координат х и z, т. е. £/2 =  ] Е^ (х, z ) ! el4>̂ {x,z\  д ля 
определения величин Е\2 (/ =  1, 2, 3) могут быть использованы укорочен­
ные уравнения, которые при сделанных Еыше предположениях о характере
нелинейной зависимости D (Е) имеют вид

Й (1) grad £ $ )  =  -  [к\(У  E ^ E § e ^ kl г ,

* Зависимость (1) может иметь место, например, у одноосных кристаллов, если
Е  поляризовано вдоль оптической оси у , а тензор % имеет компонент %у>уу (случай 
может быть реализован у турмалина, принадлежащего к классу С 3V ). Заметим, что 
и у изотропных кристаллов вблизи поверхности, где объемные свойства кристалла на-
рушаются, нелинейность зависимости D (Е) должна носить, по-видимому, квадратич­
ный характер. Экспериментальное подтверждение этого получено -в работе [7].
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(^2(1) grad Ё2 2) =  -  iga [№\*  ,

CkTgradE^) ^ - i l 3[k ^ ] 2E ^ M T e - ^ 7 , (4)

где Ak'{ характеризует расстройку волновых векторов между возникающей 
на границе собственной волной частоты со, и вынужденной волной той же 
частоты (например, Ak[ — &j(I)— (&2(0) +  з̂(0)) и т. .д.). При использовании 
представления (4) снимается особенность, возникающая в [4] в окрест­
ности точки Ak\ =  О*.

Как и в линейном случае, в качестве условий на границе удобно 
использовать непрерывность тангенциальных составляющих электриче­
ского и магнитного полей

£пад _|_ £<>тр -=  £пР> (5 )

а при z =  0

+  dt = ± C I S L dh (6)
|А J  <?Z H '.J  Й2

где необходимо предположить, что
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+  с (£(J)e^ “ ^0)-,:sin9- i+ 4 0)2Cos9-l) +  К- С.). (7)

Поскольку нулевое приближение, соответствующее линейному слу­
чаю, не представляет ин¥€реса, в дальнейшем будем рассматривать 
лишь первое приближение. Заметим, что в этом случае неизвестными 
являются не только амплитуды Е л  и Е\2 на границе, но и производ- 

дЕ\"
ные — — которые, вообще говоря, не равны нулю. Тем не менее для ре-
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шения поставленной задачи не обязательно находить в явном виде реше-

m  . /

н и е д л я £ /2  (в общем случае это сделать не удается); достаточно 
заменить производные амплитуды через их значения, задаваемые укоро­
ченными уравнениями при условий 2 = 0 .

Подставляя (3), (4), (7) в (5) и (6 ) и используя очевидное требо­
вание независимости решения от я при 2 = 0 , получим следующие законы 
для углов отражения и преломления рождающихся на границе волн 
(см. также [4])

А( 1) __ U'( 1) _  Ь’(0) +  У(0) 
к \х  к 1х 2х — Ъх ’

. ч ?  -  ЧР -  ±  ±  е д ;  . '

Щ х = ° (1 =  2> 3) (8)

* Д ля анизотропной среды укороченные уравнения в самом общем случае при­
ведены в [8].



(верхний знак соответствует случаю, когда все три вектора К'/0) лежат
в одном квадранте плоскости xz, нижний — один из них Кз{0} попадает 
в другой квадрант). Условия (8 ) можно выразить через частоты и углы: 

для суммарной частоты coi

s i n  0(0 =  { ^ M - V /2s in  О.'П) =  ^  /  ^ L V /2s in  0 2 +  g in  0 3 ,
-1 I еЮ J 1 Щ \  еЮ J сох I е((ох) ) 3’

(9)

для разностной частоты, например со2,

s i n  Q% J  - ^ L V /2 s in  02<[) =  _ ^ i L V /2s in  0 i  ±  _®з_ f ^ ® a ) _ y /2s in  0 з )
I e (co2) J ©a I. e (co2) J fo2 t e (®2) J

( 10)

Разрешая уравнения (5), (6 ) относительно амплитуд отраженных волн 
и полагая получим следующие выражения для этих амплитуд
через амплитуды падающих (с учетом нулевого приближения): ;
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Амплитуды преломленных волн легко найти дЛя каждой частоты, исполь­
зуя равенства = Е%} -f и' Е ^  = е ЦК

Формулы (11) — (13) являются обобщением известных формул 
Френеля на случай слабо нелинейной диспергирующей среды. Наличие 
членов, пропорциональных £, характеризует взаимную реакцию на гра­
нице волн различных частот друг на друга. Как следует из формул 
(11)-—(13), амплитуды рождающихся на границе отраженных и прело­
мленных волн не зависят явно от величины расстройки | дК/| = A K z t ,  
хотя взаимодействие волн внутри нелинейной среды существенно зави­
сит от этой величины (практически A K z i определяет область этого 
взаимодействия [5]). Отмеченное обстоятельство может оказаться по­
лезным при создании нелинейных устройств, работающих на принципе 
многократного отражения (преломления), поскольку обычные требова­
ния точного выполнения условий синхронизма (А/С/ == 0 ) в нелинейной 
среде становятся несущественными.

С другой стороны, для получения накапливающихся поверхностных 
эффектов в указанных устройствах выгодно реализовать условия, когда 
направления основной волны и волны, образованной на границе вол­
нами других частот, совпадают (случай можно назвать пространствен­
но вырожденным). Это приводит к дополнительным требованиям, на­
кладываемым на начальные углы взаимодействующих волн:

k ' i ? = k 'i^ (*= 1. 2, 3). (14)



Из рассмотрения системы (14) следует, что существует множество 
решений 0ь 02, 0з, помимо тривиального 01 =  02 =  0з =  О; при которых'име­
ет место пространственное вырождение. Этот результат очевиден, по­
скольку выполнение (14) сводится к тому, чтобы для падающих волн 

—  ̂ —> —> —̂
вектор АК =К \—К2— был нормален к поверхности раздела; для изо­
тропной среды при фиксированных частотах и известной зависимости 
е((о) этого можно достичь при различных ориентациях волновых векто­
ров. Здесь представляет интерес исследовать случай, когда линейная 
и нелинейная среды являются анизотропными.

§ 2 . Фазовые соотношения на границе нелинейной среды

Выясним ряд особенностей, характерных для законов отражения и 
преломления на границе линейной и нелинейной сред, рассматривая 
случай падения волн двух частот (в дальнейшем индексы, показываю1 
щие порядок приближения, опускаем). Для возникающей на границе 
волны комбинационной частоты углы отражения 0_е и преломления 0 / , 
определяемые формулами (9), (10), являются в отличие от линейного 
случая явными функциями частот. При sin 0/ >1 имеет место полное 
внутреннее отражение комбинационной частоты. Если для волны частоты 
toi это практически осуществимо лишь при условии, когда нелинейная
среда оптически менее плотная, то для волны сог условие sin 0 * > 1

8(G)!) tj е((03) Л
возможно в принципе при любых соотношениях и  ̂ ■ Формулы
(9), (10) дают еще одну интересную возможность, которая не имеет 
место в линейном случае, а именно: sin 0_е>  1 (это особенно легко реа­
лизуется для частот (о2 и соз). В этом случае поле отраженной волны 
экспоненциально затухает вдоль отрицательного направления оси z; 
при sin 0 1 < 1  этот случай естественно назвать полным внутренним 
преломлением комбинационной частоты.

Поведение волны, рождающейся на границе, существенно зависит 
от законов распространения порождающих ее волн. Здесь, очевидно, 
возможны многочисленные комбинации, часть из них качественно об­
суждена в работе [4]. Мы рассмотрим лишь некоторые из них, обратив 
внимание на фазу рождающейся волны.

Пусть на границу раздела падают две волны с частотами он и со3. 
Могут представиться следующие случаи:

1 . sin 0 / < 1 , sin 0 з < 1 , sin 02 < 1 .
Все три волны распространяются в диэлектрике, между волнами 

существует взаимодействие, «эффективность» которого определяется 
величиной АКи (аналогично тому, как это происходит в линии пере­
дачи с распределенной нелинейной емкостью [5]).

Из (11) при Е-2°о = 0  следует, что
sin [ф22 (0 ) +  ф30 — Ф10] =  0, (15

где фю, фзо—. начальные фазы падающих волн. Величина ф2г(0 ), оче­
видно, имеет смысл фазы возникающей волны. Условие (15) предопре­
деляет характер взаимодействия волн вблизи границы; действительно, 
как следует из рассмотрения соответствующего уравнения (4),

dz

2. sin 0' 1, s in 0 '^> l,  sin02<C 1.

=  0 , а скорость изменения фазы д<̂2'2 I максимальна.
z = о dz 2=0
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Амплитуды падающих волн затухают вдоль оси z—е ' 1~~ ’
взаимодействие между волнами отсутствует. Амплитуда распространяю­
щейся волны со2, определяемая (11), практически не меняется. Начальная 
фаза этой волны определяется также условием (15), где фю, фзо выра­
жают фазы преломленных волн, которые в данном случае отличаются ,от 
фаз падающих.

3. sin 0 ' < l ,  sin&3 <  1 , sin 0 ' >  1 .

Возмущение от вынуждающей силы с частотой сог не существует 
в виде Самостоятельно распространяющейся волны. Ситуация здесь 
аналогична той, которая наблюдается в линии передачи, когда ее вол­
новое сопротивление для одной из трех частот является чисто реактив-, 
ным. Этому случаю можно также дать геометрическую иллюстрацию:
он имеет место, если вектор .К2 — К\ — К з лежит вне области II (см. 
рис. 2), которая определяется дисперсионными свойствами среды. Если
Ki  лежит внутри области II, мы приходим к разобранному выше слу­

чаю.
Следует отметить еще 

одну характерную особенность, 
вытекающую из формул
(11)..- (13). Например, при
Е% о =  0 величина амплитуды 
преломленной волны комбина­
ционной частоты юг может 
оставаться конечной при 
sin ©2'' 1, если Е 10 (либо
£зо) 0 (уравнения (4) фор­
мально остаются справедливы­
ми и в этом случае). По анало­
гии . с линейной оптикой эту 
особенность можно трактовать 
как су ществование поверхност­
ных во/, н с частотой сог. В отли­
чие от линейного случая, где 
появл ние поверхностных волн 
возможно лишь при комплекс­
ных \ ах падения [6], в дан­
ном случае углы падения ос­
новных волн могут быть дейст­
вительными (см. ( 1 0 )).

В заключение рассмотрим одну возможность усиления световых 
волн, основанную на принципе многократного отражения от границы 
нелинейного диэлектрика (см. рис. 3,а). Возможность рассмотрения 
лишь взаимодействия волн на границе оправдана в том случае, когда 
параметр нелинейности внутреннего диэлектрика £ удовлетворяет уело-
вию Пусть на вход подаются две волкьг: сигнала EQei(at — kc r>
+  К.С. и накачки Епе^ш ~кнг).+ К.С., причем \Е( | <  |£ н| = Eq. Поляри­
зация волн и характер нелинейности внешнего диэлектрика оста­
ются такими же, как в § 1. Естественно, угол падения волн ©о и 
показатель преломления двух сред п0(со) выбрать таким образом, чтобы 
обе волны испытывали полное внутреннее отражение (вопрос о сущест­
вовании таких волн в системе, представляющей пэ существу диэлектри­
ческий волновод, здесь не рассматривается). Для простоты ограничимся

Рис. 2. Области существования распростра­
няющихся волн комбинационных частот, 

рождающихся на границе z = 0 .
О А  =  | k { | , О  В  =  | k2 | , ОС =  j k 3 j . П оказа­
но два случая, относящихся к волне 0)2, 
1) вектор /г2— лежит вне области 

—> ,г
II и 2) вектор k2 лежит внутри области II



пространственно вырожденным случаем, который имеет . место, если 
е(со) =е(2ю). Требования к дисперсии нелинейной среды будут выясне­
ны позже.

Используя (11), найдем коэффициент отражения волны сигнала 
при m-ном отражении

£{т) £(т)*

£(m—l) £(т— 1)* =  1 \'Еп \ М I cos ДФ„ (16)

где

ДФт =  2 ф'т- ]> — ф(и-« +  (2k с — kH)
cos 0n

+  ф0 =  2 ф ^ — — ф<5*—*> +  Фо,

\М\ и фо являются некоторыми функциями 0О и я0 (со) и не зависят от 
номера т.

Величины и ф я _1) представляют собой фазы волн сиг­
нала и накачки ца границах диэлектрика после (яг = 4 ) -го отражения. 
Для того чтобы имело место усиление волны со, необходимо, чтобы 
ДФт при возрастании т стремилось к некоторому устойчивому состоя­
нию, при котором К т> 1 . Покажем, что при определенных условиях ДФ 
удовлетворяет тому же уравнению, которое описывает поведение фазы

Нелинейный диэлектрик c/UJ)

Линейный 
диэлектрик 

е(ш)

Нелинейный диэлектрик е'(о)) 
а

Рис. 3. Схема усиления световых волн, основанная на принципе много­
кратного отражения от границы нелинейного диэлектрика

Дф =  2фс—фн дискретного параметрического усилителя, работающего в 
вырожденном режиме.

Действительно, изменение фазы волны сигнала при полном внут­
реннем отражении от границы складывается из величины 4я (со) и малой: 
(порядка £') поправки, обусловленной модуляцией диэлектрической 
проницаемости е/ =  8/ ( 1 + | 'Е) волной накачки. Приравнивая мнимые 
части выражения для отраженной амплитуды Е(̂ \  найдем величину 
этой поправки:

sin [ф' — ф<сот) — ¥  (со)] ^  ф' — ф(т ) — ¥  (со) =

=  — l 'E 0G [0О, я0 (со)] sin [ДФт +  ф' — ф(^ — ¥  (со)] =

=  — l 'E 0G [Q0, п0 (со)] sin ДФт . (17>

Изменение фазы волны накачки при отражении определяется величиной 
W (2 со)

Фя — =  'Чг (2а))- ( 18)



Учитывая, что

выражения (17) и (18) можно преобразовать:

ЛФ/л+1 — АФОТ =  (со) — Y (2 ©) +  2l'EnG [0О> п0 (и)] sin АФт
=  A +  psinAO/K; (19)

Это известное уравнение для фазы Дер дискретного параметрического 
усилителя. Решение его приводит к тем же результатам, которые спра­
ведливы для распределенных усилителей (см., например, [5]): если Д =  0, 
АФт  при tn —? оэ стремится к одному из двух устойчивых состояний О 
или я. Отсюда следует возможность усиления в схеме, изображенной на 
рис. 3. Можно считать, что область частот^ удовлетворяющих условию 
Д | ^  £' (это накладывает определенные требования на дисперсию не­

линейной среды) , характеризует ширину полосы этого усилителя.
Поскольку условию е(<а) =е(2(о) в изотропном диэлектрике из-за 

дисперсии удовлетворить нельзя, в качестве линейной среды может быть 
выбран одноосный отрицательный кристалл, в котором волна сигнала 
является обыкновенной, а накачка — необыкновенной волной (если си­
стему использовать для генерации второй гармоники, волна излучения 
лазера должна быть обыкновенной). Угол 6 о (см. рис. 3,6) соответствует 
направлению, в котором показатели преломления обеих волн равны
V  е± Н  — п(2со); В качестве нелинейной среды'можно также выбрать 
одноосный кристалл, главные оси которого ориентированы так, как 
показано на рис. 3, б. (Ось z' перпендикулярна плоскости х г ) . В этом 
случае условие компенсации фаз при отражении на границе Д =  0 при­
мет вид

чения диэлектрической проницаемости кристаллов.
Для практической реализации рассмотренного выше принципа уси­

ления световых волн необходимо иметь большие, нежели достижимые 
в настоящее время ( / ? ^ 10 -5), коэффициенты модуляции р.
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