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В рамках одноинстантонного приближения теоретически исследована полевая и темпера-
турная зависимости вероятности двумерного диссипативного туннелирования для модельного
двухъямного осцилляторного потенциала в условиях внешнего электрического поля при
конечной температуре с учетом влияния двух локальных фононных мод для квантовых
точек в системе совмещенного атомного силового/сканирующего туннельного микроскопа.
Показано, что в режиме синхронного параллельного переноса туннелирующих частиц с иглы
кантилевера в квантовую точку наличие двух локальных фононных мод приводит к появлению
двух устойчивых пиков на полевой зависимости вероятности двумерного диссипативного
туннелирования. Проведено качественное сравнение теоретической кривой в пределе слабой
диссипации с экспериментальной туннельной вольт-амперной характеристикой для расту-
щих квантовых точек из коллоидного золота под иглой кантилевера на начальном этапе
формирования, когда размер квантовых точек не превышает 10 нм. Установлено, что на
температурной зависимости вероятности двумерного диссипативного туннелирования один из
двух устойчивых пиков, соответствующих взаимодействию туннелирующих частиц с двумя
локальными фононными модами, может расщепляться на два, что связано с механизмом
интерференции каналов туннелирования. Найдено, что вблизи точки бифуркации реализуется
теоретически предсказанный и экспериментально наблюдаемый режим квантовых биений.

Ключевые слова: квантовое туннелирование с диссипацией, квантовые точки, туннельные вольт-ам-
перные характеристики, двумерные бифуркации, квантовые биения.
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Введение

Развитие науки о квантовом туннелировании
с диссипацией является одним из важных и акту-
альных направлений современной квантовой мезо-
скопики. Следуя пионерским работам А.И. Ларкина,
Ю.Н. Овчинникова, Э.Дж. Леггета [7], мы интер-
претируем диссипацию как взаимодействие туннели-
рующей квантовой частицы в линейном приближе-
нии с конечным набором локальных фононных мод
матрицы-термостата. В случае полупроводниковых
квантовых точек (КТ) под иглой кантилевера оправ-
данно учитывать влияние двух промотирующих фо-
нонных мод [9]. На энергию локальных вибрацион-
ных мод в материале КТ влияют, в первую очередь,
неоднородные локальные упругие напряжения. Так,
например, в КТ InAs/GaAs(001) эти напряжения
сильно выражены из-за большого рассогласования
решеток (7%). Поэтому энергия фононов в КТ InAs
сильно отличается от объемного полупроводника
(bulk) GaAs. В GaAs наибольшие значения констант

электрон-фононного взаимодействия — для попереч-
ных и продольных оптических (TO и LO) фононов.
Их обычно и учитывают. Для остальных — намного
меньше, ими пренебрегают. Учет влияния двух фо-
нонных мод для упомянутых полупроводниковых КТ
под иглой кантилевера позволил нам получить убе-
дительное качественное соответствие теоретической
полевой зависимости вероятности одномерного (1D)
диссипативного туннелирования в осциллирующем
режиме с экспериментальной туннельной вольт-ам-
перной характеристикой (ВАХ) [10]. Впервые идея
о возможности использовать теорию диссипатив-
ного туннелирования при исследовании туннель-
ных процессов в системе совмещенного атомного
силового и сканирующего туннельного микроскопа
(АСМ/СТМ) была высказана в работе Дж. Сетны
(J. P. Sethna) [1], где теоретически моделировался
«атомный переключатель», в котором единичный
атом ксенона Xe обратимым образом переходил от
поверхности Ni (110) к вольфрамовой игле кан-
тилевера. В работе Ю.Н. Овчинникова было по-
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казано [5], что для двумерных гранулированных
систем с металлическими КТ туннельный ток в ос-
новном определяется вероятностью туннелирования
в ближайшую к игле кантилевера квантовую точку,
а также реализуется предел слабой диссипации. Эта
идея позволила нам проводить качественное срав-
нение теоретической кривой полевой зависимости
вероятности двумерного (2D) диссипативного тун-
нелирования с экспериментальной туннельной ВАХ
для растущей КТ из коллоидного золота [9, 12–16].

Целью настоящей статьи является теоретиче-
ское исследование эффектов двумерных бифуркаций
и квантовых биений в условиях 2D-диссипативного
туннелирования во внешнем электрическом поле
при конечной температуре с учетом влияния двух
локальных фононных мод.

Первый раздел посвящен теоретическому расче-
ту вероятности 2D-диссипативного туннелирования
для модельного двухъямного осцилляторного потен-
циала в условиях внешнего электрического поля
при конечной температуре с учетом влияния двух
локальных фононных мод для КТ в системе совме-
щенного АСМ/СТМ. Во втором разделе проводится
качественное сравнение теоретической кривой по-
левой зависимости вероятности 2D-диссипативного
туннелирования с учетом режима 2D-туннельных
бифуркаций и квантовых биений с эксперименталь-
ной туннельной ВАХ для растущих КТ из коллоид-
ного золота на начальном этапе их формирования,
когда размер золотых КТ не превышает 10 нм.

1. Расчет вероятности 2D-диссипативного
туннелирования с учетом влияния двух

локальных фононных мод

Рассмотрим два одноименных заряда, которые
туннелируют по параллельным координатам реакции
q1 и q2 (например, от иглы кантилевера АСМ/СТМ
в растущую золотую КТ) в двух независимых двухъ-
ямных потенциалах U (q1) и U (q2), представляемых
как [7, 21]:

U (qi) =
1
2
ω2(qi + a)2θ(−qi) +

+
[
−∆I +

1
2
ω2(qi − b)2

]
θ(qi), i = 1, 2, (1)

где сумма расстояний a + b оценивается суммой
радиуса иглы кантилевера (или наноразмерного
выступа на этой игле) и радиуса золотой КТ;
∆I = 1

2ω
2
(
b2 − a2

)
является смещением (параметром

асимметрии потенциала, который линейно меняется
с ростом напряженности внешнего электрического
поля); θ(qi) — ступенчатая функция и ω — частота
(см. обсуждение в [7, 11, 21]). Масса частицы
входит в определение q (формально мы полагаем
массу равной 1, так же как kB и h̄.)

Взаимодействие между двумя зарядами,
т. е. электронами, рассматривается в диполь-диполь-

ном приближении [7, 21]

Vint(q1, q2) = −α

2
(q1 − q2)2, (2)

где α — положительная константа. Мы используем
тот же потенциал взаимодействия, что и в рабо-
те [21]. Нетрудно показать [21], что Vint может
быть выбран в форме гармонического потенциала
притяжения. Такой потенциал может описывать вза-
имодействие двух одноименно заряженных частиц,
расположенных на достаточно большом расстоя-
нии R0 друг от друга вдоль оси x и движущихся
вдоль оси y (предполагается, что R0 ≫ a, где a —
расстояние параллельного переноса взаимодейству-
ющих частиц в направлении оси y ). В этом случае
потенциал в (2) может быть представлен в виде ряда

по степеням параметра (q1y−q2y)
2

R2
0

, где q1y и q2y —

координаты туннелирования. Для кулоновского от-
талкивания частиц в среде (ε0 — диэлектрическая
постоянная) получим

Vrep =
e2

ε0ε|R|
=

e2

ε0ε
[
R2

0 + (q1y − q2y)2
]1/2 ≈

≈ e2

ε0εR0
− 1

2
e2

ε0εR0

(q1y − q2y)2

R2
0

.

Таким образом, для коэффициента взаимодействия
получим α = e2/

(
ε0εR3

0

)
, где ε — диэлектрическая

проницаемость матрицы. Потенциальную энергию
взаимодействия (второе слагаемое в разложении)
можно интерпретировать как эффективное притя-
гивающее взаимодействие, хотя кулоновский потен-
циал остается все время отталкивающим. Этот от-
рицательный вклад приводит к уменьшению оттал-
кивающего потенциала. Постоянная составляющая
U (R0) = e2/(ε0εR0) может быть включена в опре-
деление потенциальных энергий отдельных частиц
U (q1) и U (q2).

Таким образом, полная двумерная поверхность
потенциальной энергии для случая параллельного
туннелирования, отнормированная на ω2, задается
соотношением

Up(q1, q2) =
2Ũp(q1, q2)

ω2 = (q1 + a)2θ(−q1) +

+
[
−
(
b2 − a2)+ (q1 − b)2

]
θ(q1) + (q2 + a)2θ(−q2) +

+
[
−
(
b2 − a2)+ (q2 − b)2

]
θ(q2)−

α∗

2
(q1 − q2)2. (3)

Параметры a и b потенциала перенормируются
во внешнем электрическом поле: a = a∗ − |e|E/ω2

0,
b = b∗ + |e|E/ω2

0 либо перенормируется безразмер-
ный параметр b∗ = b/a, который слабонелинейно
зависит от напряженности внешнего электрического
поля. Квазиклассическое (инстантонное) действие,
которое с экспоненциальной точностью определя-
ет вероятность 2D-диссипативного туннелирования,
рассчитывалось по аналогии с [21]:
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Рис. 1. Асимметричная поверхность потенциальной
энергии (3) для случая параллельного туннелирова-
ния: A и B обозначают исходное и конечное состоя-
ния частиц соответственно. Минимум потенциала в B
оказывается ниже, чем в A. Два других (промежу-
точных) минимума оказываются ниже минимума в A

и выше минимума в B

S = 2a(a + b)(τ1 + τ2)ω2 − 1
β
ω2(a + b)2(τ1 + τ2)2 −

− ω4(a + b)2(τ1 − τ2)2

(ω2 − 2α)β
− 2ω4(a + b)2

β
×

×
∞∑

n=1


(
sin2 νnτ1 + sin2 νnτ2

)
ν2

n
(
ν2

n + ω2 + ζn
) +

(sin νnτ1 − sin νnτ2)2

ν2
n
(
ν2

n + ω2 − 2α
)

,

(4)

где были введены следующие обозначения: ε∗ω =
= (τ1 − τ2)ω, τ = 2τ∗ω = (τ1 + τ2)ω, β∗ = βω/2,
α∗ = 2α/ω2, b∗ = b/a; τ1 и τ2 — «центры» 2D-ин-
стантона, т. е. моменты мнимого времени проскока
параллельно туннелирующими частицами верхушки
потенциального барьера (точки с нулевой коорди-
натой) вдоль соответствующей координаты тунне-
лирования; νn = 2πn/β — мацубаровские частоты;
β = h̄/kT — обратная температура. В случае влияния
двух локальных фононных мод фурье-коэффициенты
разложения мацубаровской функции Грина имеют
вид

ζn = ν2
n

C2
2

ω2
2

(
ω2

2 + ν2
n
) + ν2

n
C2

3

ω2
3

(
ω2

3 + ν2
n
) . (5)

В этом случае для вычисления квазиклассического
действия (4) необходимо определить выражения для
следующих сумм:

Σ1 =
∞∑

n=1

sin2 νnτ1

ν2
n
(
ν2

n+ω2+ζn
) , Σ2 =

∞∑
n=1

sin2 νnτ2

ν2
n
(
ν2

n+ω2+ζn
) ,

Σ3 =
∞∑

n=1

sin2 νnτ1

ν2
n
(
ν2

n+ω2−2α
) , Σ4 =

∞∑
n=1

sin2 νnτ2

ν2
n
(
ν2

n+ω2−2α
) ,

Σ5 = −
∞∑

n=1

cos νn(τ1 − τ2)
ν2

n
(
ν2

n+ω2−2α
) , Σ6 =

∞∑
n=1

cos νn(τ1 + τ2)
ν2

n
(
ν2

n+ω2−2α
) .

Эти суммы возникают, когда мы приходим к обезраз-
меренному выражению для 2D-квазиклассического
действия

S = 2a2
(

b
a

+ 1
)
τω− 2ω3

2βω
a2

(
b
a

+ 1
)2 (τ1 + τ2)2ω2

ω2 −

−
ω4 · ωa2

( b
a + 1

)2
(τ1 + τ2)2ω2 · 2

2ω2(1−α∗)βω · ω2 =

= 2a2ω(b∗ + 1)τ − a2ω

2β∗ (b∗ + 1)2τ2 − a2ω(b∗ + 1)2ε2

2(1−α∗)β∗ =

= −a2ω · ω4(b∗ + 1)2

β∗ −
2ω4a2

( b
a + 1

)2 · ω
βω

·Σ, (6)

S∗ =
S

a2ω
= 2(b∗ + 1)τ − (b∗ + 1)2τ2

2β∗ − (b∗ + 1)2ε2

2(1−α∗)β∗ −

− ω4(b∗ + 1)2

β∗ ·Σ,

где
Σ = Σ1 +Σ2 +Σ3 +Σ4 +Σ5 +Σ6.

Расчеты этих сумм, 2D-квазиклассического дей-
ствия и предэкспоненциального фактора в режиме
синхронного переноса для вероятности 2D-диссипа-
тивного туннелирования Γ = B exp

(
−S∗) представ-

лены в приложении. Решение системы трансцен-
дентных уравнений для моментов времени проскока
параллельно туннелирующими частицами верхушки
барьера вдоль соответствующей координаты реакции
позволяет выявить режим 2D-бифуркаций, а также
квантовых биений в окрестности точки бифуркации.

2. Полевая и температурная зависимости
вероятности 2D-диссипативного

туннелирования

В режиме синхронного параллельного переноса
туннелирующих частиц с иглы кантилевера в рас-
тущую КТ наличие двух локальных фононных мод
приводит к появлению двух устойчивых пиков на
полевой зависимости вероятности 2D-диссипативно-
го туннелирования, построенной с помощью формул
(П10)–(П17) (рис. 2).

Из рис. 2 видно, что расстояние между пи-
ками зависит от температуры и возрастает с ро-
стом температуры. Минимум между двумя пиками
соответствует случаю симметричного двухъямного
модельного потенциала и отвечает режиму бло-
кировки туннелирования при существенном влия-
нии двух локальных фононных мод. Если взаимо-
действие с локальными фононными модами «вы-
ключить», то вместо блокировки туннелирования
для симметричного двухъямного потенциала будет
иметь место единичный пик на кривой вероятности
туннелирования при одной из полярностей внешнего
электрического поля. Минимум отвечает малому, но
ненулевому значению вероятности туннелирования
(рис. 3).

Рис. 4 показывает, что изменение параметра взаи-
модействия α∗ туннелирующих частиц слабо влияет
на вероятность 2D-параллельного синхронного дис-
сипативного туннелирования.
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Рис. 2. Полевая зависимость вероятности 2D-парал-
лельного синхронного диссипативного туннелирова-
ния с учетом влияния двух локальных фононных мод
в случае, когда частота модельного осцилляторного
потенциала в 5 раз превосходила частоты локальных

фононных мод

Рис. 3. Режим блокировки 2D-параллельного синхрон-
ного диссипативного туннелирования

Рис. 4. Влияние параметра взаимодействия параллель-
но туннелирующих частиц в синхронном режиме пе-
реноса на вероятность 2D-параллельного синхронного

диссипативного туннелирования

Соотношение между высотами левого и правого
пиков на полевой зависимости вероятности 2D-па-
раллельного синхронного диссипативного туннели-
рования зависит от соотношения частот локальных

Рис. 5. Полевая зависимость вероятности 2D-парал-
лельного синхронного диссипативного туннелирова-
ния в случае, когда частота модельного осциллятор-
ного потенциала в 1.1 раза превосходила частоты

локальных фононных мод

фононных мод и частоты двухъямного осцилля-
торного потенциала вдоль параллельных координат
туннелирования (см. рис. 2 и рис. 5). На рис. 2
высоты правого пика выше, чем левого, а на рис. 5 —
наоборот. При этом для случая, представленного на
рис. 2, частота модельного потенциала выбиралась
в 5 раз больше частот локальных фононных мод,
а для рис. 5 эти частоты были сравнимыми.

Проведем качественное сравнение полученной
теоретической кривой вероятности 2D-параллель-
ного синхронного диссипативного туннелирования
с экспериментальной туннельной ВАХ для растущих
КТ из коллоидного золота под иглой кантилевера
на начальном этапе формирования, когда размер КТ
не превышает 10 нм. Результат этого качественного
сравнения представлен на рис. 6. Видно, что два
пика теоретической кривой для режима синхрон-
ного 2D-туннельного переноса соответствуют двум
близким пикам на экспериментальной туннельной

Рис. 6. Сравнение полевой зависимости теоретиче-
ской кривой (зеленая кривая) вероятности 2D-парал-
лельного синхронного диссипативного туннелирова-
ния с экспериментальной туннельной ВАХ (красная
кривая) для растущих квантовых точек (КТ) из кол-
лоидного золота под иглой кантилевера на началь-
ном этапе формирования, когда размер КТ не пре-

вышает 10 нм
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ВАХ для растущей золотой КТ, отвечающим двум
локальным фононным модам.

Из рис. 7 видно, что на теоретической кривой
температурной зависимости вероятности 2D-дисси-
пативного туннелирования один из двух устойчивых
пиков, соответствующих взаимодействию туннели-
рующих частиц с двумя локальными фононными
модами, может расщепляться на два, что, по-види-
мому, связано с механизмом интерференции кана-
лов туннелирования (один из вариантов механизма
Фано) [23].

Полученная полевая зависимость вероятности
2D-диссипативного туннелирования с учетом влия-
ния двух локальных фононных мод позволяет про-
анализировать режим 2D-туннельных бифуркаций
(смена режима туннелирования с синхронного на
асинхронный), а также квантовых биений в окрест-
ности точки бифуркации. Так, на рис. 8 после
режима синхронного параллельного туннельного пе-
реноса с двумя характерными пиками точка излома

Рис. 7. Температурная зависимость вероятности
2D-диссипативного туннелирования

Рис. 8. Полевая зависимость вероятности 2D-диссипа-
тивного туннелирования с учетом точки бифуркации

и режима квантовых биений

отвечает точке бифуркации, а последующие осцил-
ляции — квантовым биениям.

Теоретически выявленный режим квантовых бие-
ний на полевой зависимости вероятности 2D-дисси-
пативного туннелирования можно качественно срав-
нить с экспериментальной туннельной ВАХ для
растущей КТ из коллоидного золота на начальном
этапе ее формирования. Это качественное сравнение
приведено на рис. 9.

Рис. 9. Качественное сравнение теоретически пред-
сказанного режима квантовых биений на полевой
зависимости вероятности 2D-диссипативного туннели-
рования (нижняя синяя кривая) с экспериментальной
туннельной ВАХ (красная кривая) для растущей КТ
из коллоидного золота на начальном этапе ее форми-

рования (когда размер КТ не превышает 10 нм)

Помимо режима квантовых биений с «провала-
ми» на полевой зависимости вероятности 2D-дис-
сипативного туннелирования (см. рис. 8–9), встре-
чается режим квантовых биений с «резонансной»
структурой (рис. 10).

Рис. 10. Режим квантовых биений на полевой за-
висимости вероятности 2D-диссипативного туннели-
рования: а — «резонансы» до точки бифуркации;
б — «резонансы» и «провалы» выше точки бифуркации

Подобные режимы квантовых биений напомина-
ют особенности туннельной проводимости для полу-
проводниковых наноструктур с примесными атомами
типа резонансов Фано, возникающих из-за интерфе-
ренции между резонансным и нерезонансным кана-
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лами туннелирования. Такие эффекты были описаны
в докторской диссертации В.Н. Манцевича [23].
При этом было показано, что в случае, когда величи-
на приложенного напряжения совпадает с энергией
уровня примесного атома, в локальной туннельной
проводимости, измеренной на конечном расстоянии
от примеси, может наблюдаться не только провал,
но и пик.

Заключение

В работе исследованы особенности полевой
и температурной зависимостей вероятности 2D-па-
раллельного диссипативного туннелирования для
модельного двухъямного осцилляторного потенциа-
ла в условиях внешнего электрического поля при
конечной температуре с учетом влияния двух ло-
кальных фононных мод для квантовых точек в си-
стеме совмещенного атомного силового/сканирую-
щего туннельного микроскопа (АСМ/СТМ). Най-
дено, что вблизи точки бифуркации, отвечающей
моменту смены режима 2D-диссипативного туннели-
рования с синхронного на асинхронный, реализует-
ся теоретически предсказанный и экспериментально
реализуемый режим квантовых биений. Проведено
качественное сравнение теоретической кривой по-
левой зависимости вероятности 2D-диссипативно-
го туннелирования в пределе слабой диссипации
с экспериментальной туннельной ВАХ для растущих
квантовых точек из коллоидного золота под иглой
кантилевера на начальном этапе формирования, ко-
гда размер квантовых точек КТ не превышает 10 нм.

Полученные полевые зависимости вероятности
2D-диссипативного туннелирования с учетом влия-
ния двух локальных фононных мод в режиме кван-
товых биений позволяют интерпретировать эффекты
типа резонансов Фано для полупроводниковых на-
ноструктур (типа туннельно связанных квантовых
точек или квантовых молекул) на языке эффектов
диссипативного туннелирования.

Приложение

Для вычисления обезразмеренного действия рассчи-
таем суммы в формуле (6).

Более просто вычисляются суммы Σ3 –Σ6, которые
не содержат величин ζn.

В итоге для Σ3 получим [24]

Σ3 =
∞∑
n=1
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ν2
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=

=
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+
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,

τ∗1 = τ + ε. (П1)

Аналогично получаются ответы для Σ4 –Σ6.
Перейдем к расчету сумм Σ1 и Σ2. Воспользуемся

формулой для фурье-компонент мацубаровской функции
Грина с учетом двух локальных фононных мод [7, 21]
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2
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3
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Введем обозначения
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Тогда U1 преобразуется к виду
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Безразмерный ответ для U1 будет иметь следующий вид.
Если x1, x2, x3 < 0 (x10, x20, x30 > 0) то
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x10(20,30) ∼ ω2, x̃2
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x10β
2

4π2 · ω
2

ω2 =
x10β

∗2

π2ω2︸ ︷︷ ︸
безразмерно

,

Если x1, x2, x3 > 0 (x10, x20, x30 < 0), то
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Аналогично рассчитывается функция U2. В зависимо-
сти от знаков корней кубического полинома в знаменателе
выражения для U2 получим два режима туннелирова-
ния — неосциллирующий и осциллирующий:

1. x1, x2, x3 < 0, x10, x20, x30 > 0:
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2. Для параметров x1, x2, x3 > 0, x10, x20, x30 < 0 по-
лучаем аналогичный ответ для U2, где вместо гипер-
болических функций присутствуют тригонометрические.

Выражение для Σ2 получим по аналогии с Σ1 заменой
τ∗1 → τ∗2 (τ∗2 = τ − ε).

В итоге для квазиклассического действия получим
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где суммы Σ определяются из выражений (П1)–(П5),
ε и τ находятся из системы трансцендентных уравнений
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В случае синхронного режима параллельного 2D-пере-
носа вычислим предэкспоненциальный фактор B. Предпо-
ложим, что B2D = 2B1D, тогда
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где
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Обезразмеренный предэкспоненциальный фактор имеет
вид
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(x2 − x1)
,

D = −ω2
2 + ω2

3 + E(x1 + x3) + F(x1 + x2)
(x2 + x3)

.

При x1, x2, x3 < 0, x10, x20, x30 > 0

V1 =
1

2ω4

{(
Dω2)β∗2

π2

[
− π2

x10
ω2 β∗

2 +
π2

2
√

x10

ω β∗
cth

√
x10β

∗

ω

]
+

+

(
Eω2)β∗2

π2

[
− π2

x20
ω2 β∗

2 +
π2

2
√

x20

ω β∗
cth

√
x20β

∗

ω

]
+

+

(
Fω2)β∗2

π2

[
− π2

x30
ω2 β∗

2 +
π2

2
√

x30

ω β∗
cth

√
x30β

∗

ω

]
+

−
(
Dω2)β∗2

π2

[
− π2

x1
ω2 β∗

2 +2
{

π2

2
√

x10

ω β∗
ch
[(

1− 2τ
β∗

) √
x10

ω
β∗
]
×

× cosech
√

x10β
∗

ω
− π2

2 x10
ω2 β∗

2

}]
−

−
(
Eω2)β∗2

π2

[
− π2

x2
ω2 β∗

2 +2
{

π2

2
√

x20

ω β∗
ch
[(

1− 2τ
β∗

) √
x20

ω
β∗
]
×

× cosech
√

x20β
∗

ω
− π2

2 x20
ω2 β∗

2

}]
−

−
(
Fω2)β∗2

π2

[
− π2

x3
ω2 β∗

2 +2
{

π2

2
√

x30

ω β∗
ch
[(

1− 2τ
β∗

) √
x30

ω
β∗
]
×

× cosech
√

x30β
∗

ω
− π2

2 x30
ω2 β∗

2

}]}
. (П10)

При x1, x2, x3 > 0, x10, x20, x30 < 0 получаем аналогич-
ный ответ для V1 , где вместо гиперболических функций
присутствуют тригонометрические.

Далее

V2 =
∞∑

n=−∞

cos 2ν2τ0

λ0n
.

При x1, x2, x3 < 0, x10, x20, x30 > 0

V2 =
1
ω4

{(
Dω2)β∗2

π2

[
− π2

x1
ω2 β∗

2 +

+ 2
{

π2

2
√

x10

ω β∗
ch
[(

1− 2τ
β∗

) √
x10

ω
β∗
]
×

× cosech
√

x10β
∗

ω
− π2

2 x10
ω2 β∗

2

}]
+

+

(
Eω2)β∗2

π2

[
− π2

x2
ω2 β∗

2 +2
{

π2

2
√

x20

ω β∗
ch
[(

1− 2τ
β∗

) √
x20

ω
β∗
]
×

× cosech
√

x20β
∗

ω
− π2

2 x20
ω2 β∗

2

}]
+

+

(
Fω2)β∗2

π2

[
− π2

x3
ω2 β∗

2 +2
{

π2

2
√

x30

ω β∗
ch
[(

1− 2τ
β∗

) √
x30

ω
β∗
]
×

× cosech
√

x30β
∗

ω
− π2

2 x30
ω2 β∗

2

}]}
. (П11)

При x1, x2, x3 > 0, x10, x20, x30 < 0 получаем ана-
логичный ответ для V2 , где гиперболические функции
заменяются на тригонометрические.
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The effects of two-dimensional bifurcations and quantum beats in a system of combined atomic force
and scanning tunneling microscopes with quantum dots

V.Ch. Zhukovsky1,a , V.D. Krevchik2,b , M.B. Semenov2,b , P.V. Krevchik2,b ,
R.V. Zaytsev2,b , I. A. Egorov2,b

1 Department of Theoretical Physics, Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State University,
Moscow 119991, Russia.
2 Department of Physics, Penza State University, Penza 440026, Russia.
E-mail: a vlchzh@gmail.com, b physics@pnzgu.ru.

The field and temperature dependence of the probability of two-dimensional dissipative tunneling is studied
in the framework of one-instanton approximation for a model double-well oscillator potential in an external
electric field at finite temperature with account for the influence of two local phonon modes for quantum dots
in a system of a combined atomic force and a scanning tunneling microscope. It is demonstrated that in the
mode of synchronous parallel transfer of tunneling particles from the cantilever tip to the quantum dot the two
local phonon modes result in the occurrence of two stable peaks in the curve of the 2D dissipative tunneling
probability as a function of the field. Qualitative comparison of the theoretical curve in the limit of weak
dissociation and the experimental current–voltage characteristic for quantum dots that grow from colloidal
gold under a cantilever tip at the initial stage of quantum-dot formation when the quantum dot size does not
exceed 10 nm is performed. It is established that one of the two stable peaks that correspond to interaction
of tunneling particles with two local phonon modes in the temperature dependence of the 2D dissipative
tunneling probability can be split in two, which corresponds to the tunneling channel interference mechanism.
It is found that the theoretically predicted and experimentally observed mode of quantum beats occurs near
the bifurcation point.

Keywords: quantum tunneling with dissipation, quantum dots, tunneling current–voltage characteristics,
2D bifurcations, quantum beats.
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