
ВМУ. Серия 3. ФИЗИКА. АСТРОНОМИЯ. 2017. № 1 23
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В работе получено уравнение Карнахана–Старлинга для системы твердых сфер на основе
использования метода Эйлера ускоренной сходимости рядов. Для этого вириальный ряд
преобразован в новый ряд, коэффициенты которого слабо отличаются друг от друга даже
при рассмотрении одиннадцати известных в настоящее время вириальных коэффициентов.
К данному ряду применен метод ускоренной сходимости, который в результате позволяет
получить уравнение Карнахана–Старлинга. В настоящей работе это уравнение впервые
последовательно выведено на основе использования метода ускоренной сходимости. Данное
уравнение обобщается на случай точного воспроизведения всех известных вириальных коэф-
фициентов, а также асимптотического поведения свободной энергии при больших плотностях.
Это позволяет описать с высокой степенью точности и метастабильную область. Используемый
метод дает уравнение состояния для однородной фазы системы твердых сфер со степенью
точности машинного эксперимента.
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Введение

Полученное почти пятьдесят лет назад уравнение
Карнахана–Старлинга для уравнения состояния си-
стемы твердых сфер [1] решало проблему описания
плотных жидкостей. Данное уравнение состояния
позволило учесть отталкивающие силы взаимодей-
ствия частиц с высокой степенью точности, тогда
как притягивающая часть потенциала взаимодей-
ствия к этому времени вычислялась достаточно
просто.

Прошедшее время показало [2, 3], насколько
удачно была сделана полуэмпирическая аппроксима-
ция по имеющимся шести вириальным коэффициен-
там [4] (справедливости ради следует отметить, что
и седьмой вириальный коэффициент авторам ста-
тьи [1] был тоже известен [5]). Даже при известных
в настоящее время одиннадцати вириальных коэф-
фициентах данная аппроксимация не утратила своей
актуальности. Среди простых аналитических урав-
нений состояния уравнение Карнахана–Старлинга
до сих пор является самым точным уравнением,
за исключением метастабильной области.

В работе [6] был предложен метод, позволяющий
получить точное воспроизведение всех известных
вириальных коэффициентов, основанный на исполь-
зовании структуры уравнения Карнахана–Старлин-
га. Он был обобщен на молекулярные системы
с положительно определенным потенциалом взаимо-
действия между частицами. При этом в качестве
отправной точки использовалось не термическое
уравнение состояния, как при получении уравнения
Карнахана–Старлинга [1], а выражение для свобод-

ной энергии. Но при этом остался открытым вопрос
о последовательном получении уравнения Карнаха-
на–Старлинга. Этот вопрос не только имеет общий
теоретический интерес, но и приводит к новым
численным результатам.

Для решения задач статистической термодинами-
ки приходится использовать ряды теории возмуще-
ний. При этом расчет каждого последующего члена
такого ряда сопряжен с большими математическими
сложностями. Кроме того, получаемые ряды для
многих наиболее интересных областей фазовой диа-
граммы веществ сходятся очень медленно.

По этой причине возникает задача об ускорении
сходимости ряда, т. е. его преобразования в дру-
гой ряд, который имел бы такую же сумму, как
и исходный, но сходился быстрее [7–12]. Несмотря
на большие достижения в расчете вириальных ко-
эффициентов, число их весьма ограничено, и этим
определяется актуальность использования методов
ускоренной сходимости.

Для системы твердых сфер в настоящее время
число известных вириальных коэффициентов равно
одиннадцати, а для системы с потенциалом взаи-
модействия Леннарда-Джонса — восьми, причем за
последние пятьдесят лет точность вычисления этих
вириальных коэффициентов значительно возросла
[13–36]. Для более сложных потенциалов взаимо-
действия число известных вириальных коэффициен-
тов еще меньше. В этой связи применение методов
ускоренной сходимости рядов теории возмущений
является совершенно необходимым условием при ис-
пользовании вириальных рядов либо более сложных
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вариантов рядов теории возмущений [37], при опи-
сании состояния вещества при высоких плотностях.

Имеющиеся методы ускоренной сходимости ря-
дов теории возмущений в статистической термоди-
намике можно разделить на три группы. В первую
очередь это математические методы ускоренной схо-
димости. Они основаны на чисто математических
свойствах рядов, которые либо известны изначально,
либо наличие которых предполагается. К математи-
ческим методам ускоренной сходимости относятся
метод Куммера, метод Эйлера, метод аппроксимаций
Паде и целый ряд других [8].

Существо физических методов ускоренной сходи-
мости заключается в том, что, исходя из физиче-
ских соображений, мы переходим от функций, ряды
теории возмущений для которых сходятся медленно,
к функциям, для которых ряды теории возмущений
сходятся быстрее [12]. В статистической термоди-
намике основная задача состоит в вычислении ста-
тистического интеграла. Для реальных потенциалов
взаимодействия его свойства во многом помогают
определить те функции, ряды теории возмущений
для которых сходятся быстрее.

Для ускорения сходимости рядов теории возму-
щений исходя из физических соображений следует
учитывать также размерность пространства. Надо
использовать представление о числе ближайших со-
седей, поведение системы при больших плотностях,
включая метастабильную область и область упоря-
доченной фазы, особенности поведения различных
термодинамических функций [3, 38–50]. Важную
роль здесь играет и выбор основного приближения.
Достаточно точное уравнение состояния системы
твердых сфер необходимо и в случае неравновесных
процессов для вычисления коэффициентов переноса
для плотных газов в рамках теории Больцмана–Энс-
кога [51–54].

Более общими являются комбинированные мето-
ды ускоренной сходимости рядов теории возмуще-
ний. В рамках данного подхода на основе физиче-
ских соображений осуществляется переход к функ-
циям, ряды теории возмущений для которых сходят-
ся достаточно быстро, а уже для них применяются
математические методы ускорения сходимости [9].

В настоящей работе получение уравнения Карна-
хана–Старлинга сводится к использованию метода
Эйлера ускоренной сходимости ряда, полученного
на основе ряда по степеням плотности для сво-
бодной энергии. Этот ряд обладает тем свойством,
что его коэффициенты слабо отличаются друг от
друга. Грубо говоря, ряд ведет себя подобно гео-
метрической прогрессии. Однократное применение
метода Эйлера [7, 8] к данному ряду при учете
только второго вириального коэффициента (и при
использовании информации об известных вириаль-
ных коэффициентах) позволяет получить уравнение
Карнахана–Старлинга.

Последующий учет всех известных вириальных

коэффициентов позволяет найти уравнение состо-
яния, описывающее стабильную фазу с точностью
современного машинного эксперимента [3]. Мета-
стабильная фаза описывается также достаточно хо-
рошо. Для улучшения совпадения теории и экспе-
римента в метастабильной области произведен учет
асимптотики выражения для свободной энергии си-
стемы [6]. То есть для получения окончательного
результата мы используем комбинированный метод
ускоренной сходимости. В результате получено пол-
ное согласие теоретических данных и данных ма-
шинного эксперимента.

1. Вириальное разложение для системы
твердых сфер

В настоящее время известно одиннадцать вири-
альных коэффициентов для системы твердых сфер,
найденных численно [2]. При этом первые четы-
ре из них, как известно, вычисляются точно. Это
позволяет определить уравнение состояния системы
с достаточно хорошей степенью точности при малых
и средних плотностях. В общем же случае разложе-
ние для сжимаемости имеет вид

z =
pV

NkT
= 1 +

∞∑
i=2

biρ
i−1. (1)

Здесь V — объем системы, N — число частиц в ней,
T — абсолютная температура, p — давление в си-
стеме, k — постоянная Больцмана, bi — вириальные
коэффициенты, ρ= N/V — плотность.

Перейдем в выражении (1) к безразмерным пере-
менным

z = 1 +
∞∑
i=2

biyi−1. (2)

В разложении для сжимаемости (2) y = πσ3ρ/6,
bi = bi

(
6/πσ3

)i−1
, σ — диаметр твердых сфер.

Для дальнейшего рассмотрения удобно исходить
из выражения для свободной энергии системы твер-
дых сфер

F = F0 + NkTϕ. (3)

В этом выражении F0 — свободная энергия идеаль-
ного газа,

ϕ=
∞∑
i=2

bi

i− 1
yi−1. (4)

На рис. 1 приведена зависимость коэффициента
ϕi = bi

i−1 ряда (4) от номера вириального коэффи-
циента i для одиннадцати известных на настоящее
время вириальных коэффициентов. С хорошей сте-
пенью точности эту зависимость можно представить
как линейную.
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Рис. 1. Зависимость коэффициентов разложения функ-
ции ϕ от их номера

Рис. 2. Зависимость коэффициентов разложения функ-
ции χ от их номера

Отсюда нетрудно видеть, что для функции

χ=

y∫
0

ϕ(t)t2 dt =
∞∑
i=2

bi

(i − 1)(i + 2)
yi+2 (5)

коэффициенты χi = bi
(i−1)(i+2) будут близки к единице

(рис. 2). При этом обращает на себя внимание
слабое уменьшение коэффициентов χi начиная с но-
мера i = 5. По существу здесь проявляются две
основные особенности поведения вириального ряда
для системы твердых сфер. Первая состоит в том,
что для i 6 5 коэффициенты χi не меньше единицы,
а для i > 5 все известные коэффициенты меньше
единицы. Удачному учету поведения коэффициентов
χi — изменению их в окрестности единицы — обя-
зано своим успехом уравнение Карнахана–Старлин-
га [1–6]. Вторая особенность заключается в том,
что поскольку число коэффициентов χi , которые
меньше единицы, значительно, а интегрально урав-
нение Карнахана–Старлинга хорошо описывает сжи-
маемость, то начиная с некоторого номера коэффи-
циенты χi возрастают и должны превысить еди-
ницу. Вторая особенность обусловлена поведением
статистического интеграла при больших плотностях.
Ее мы сможем использовать для количественного
описания уравнения состояния твердых сфер при
больших плотностях, включая метастабильную об-
ласть [12].

2. Метод ускоренной сходимости
для функции χ

Поскольку коэффициенты ряда для функции χ
близки к единице, естественно применить к этому
ряду метод ускоренной сходимости Эйлера [7]. В ре-
зультате для χ из (5) имеем

χ=
y4

(
1 +

∑∞
i=4 ciyi−2

)
1− y

. (6)

Здесь

ci =
bi

(i + 2)(i − 1)
− bi−1

(i + 1)(i− 2)
. (7)

При выводе (6) мы учли, что b2/4 = 1 и b3/10 = 1.
Определив, согласно выражению (7), коэффици-

енты ci ( i > 4), мы находим функцию χ из (6). Это
позволяет определить функцию ϕ из (5):

ϕ=

dχ(y)
dy
y2 =

4y− 3y2 + 6c4y3 +
∞∑
i=4

diyi

(1− y)2
, (8)

где
di = (i + 3)ci+1 − (i + 1)ci. (9)

В результате свободная энергия системы (3), соглас-
но (8) и (9), определена полностью.

Найдем теперь из (3) с учетом (8) выражение для
сжимаемости:

z = 1 + y
dϕ
dy

=

= 1 +
4y− 2y2 + 18c4y3 + (28c5−26c4)y4 +

∞∑
i=4

eiyi+1

(1− y)3
,

(10)
где

ei = (i + 1)di+1 − (i − 2)di. (11)

Для получения уравнения Карнахана–Старлинга по-
лагаем ci = 0 ( i > 4). При известном в настоящее
время числе вириальных коэффициентов данное
приближение выполняется с хорошей степенью точ-
ности.

В этом случае из выражения (6) находим

χ=
y4

1− y
. (12)

Соотношение (12) позволяет определить из (8) функ-
цию ϕ :

ϕ=
4y − 3y2

(1− y)2
. (13)

Согласно (10), (11) и (13) находим выражение для
сжимаемости

z = 1 +
4y− 2y2

(1− y)3
=

1 + y + y2 − y3

(1− y)3
. (14)

Выражение (14) и есть уравнение Карнахана–Стар-
линга.

В общем же случае ci ̸= 0 для i > 4. Для
определения сжимаемости в этом случае необходи-
мо использовать выражение (10), ограничив беско-
нечный ряд конечным, члены которого определены
по известным вириальным коэффициентам.
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Соотношение (10) дает выражение для сжимае-
мости, совпадающее с данными машинного экспери-
мента в пределах их точности для стабильной обла-
сти. Такого же согласия в метастабильной области
можно достичь, учтя логарифмическую асимптотику
в выражении для свободной энергии при больших
плотностях [6]. Для этого в выражении для свобод-
ной энергии (3) функцию ϕ представим в виде

ϕ= −m(y) ln(1− ay), (15)

где a = 6/
√

2π, а m(y) — новая функция, имеющая
смысл половины эффективного числа ближайших
соседей [6].

Для определения вида функции m(y) учтем,
что в области стабильной фазы функцию ϕ мож-
но определять в рамках обобщенного приближения
Карнахана–Старлинга, т. е. согласно соотношению
(8). С учетом этого естественно представить m(y)
в виде

m(y) =
ψ(y)

(1− y)2
, (16)

где функцию ψ(y) ищем в виде ряда

ψ(y) = p0 + p1y + p2y2 + p3y3 + . . . , (17)

коэффициенты которого pi находятся из условия
асимптотического совпадения при малых плотностях
ряда для функции ϕ , найденной из (15) при учете
(16) и (17), и функции, найденной из выражения (8).
При этом число членов ряда в (17) ограничим
условием, чтобы функция m(y) была монотонно
возрастающей, так как при увеличении плотности
увеличивается и эффективное число ближайших
соседей.

Соотношения (3), (15), (16) и (17) полностью
определяют свободную энергию в данном прибли-
жении. Из (3) и (10) находим выражение для сжи-
маемости

z = 1+
amy

1− ay
−y

dm
dy

ln(1−ay) = 1+
aψy

(1− ay)(1− y)2
−

− (2p0+p1)y + (p1+2p2)y2 + 3p3y3 − (p3−4p4)y4 − . . .
(1− y)3

×

× ln(1− ay). (18)

На рис. 3 приведена зависимость сжимаемости
от плотности в метастабильной области системы
твердых сфер для уравнения Карнахана–Старлин-
га (14) (пунктирная линия) и согласно уравне-
нию (18) (сплошная линия) при учете одиннадцати
вириальных коэффициентов. Здесь точками обозна-
чены данные машинного эксперимента [3], x = 6y/π .
Непосредственно видно улучшение согласия теоре-
тических данных из уравнения (18) с данными ма-
шинного эксперимента по сравнению с уравнением
Карнахана–Старлинга (14).

Для стабильной фазы уравнения (10) и (18)
дают результаты, отличающиеся в пределах точно-
сти машинного эксперимента. В этом случае можно
ограничиться более простым, хотя и менее общим
выражением (10).

Рис. 3. Зависимость сжимаемости от плотности в ме-
тастабильной области системы твердых сфер для урав-
нения Карнахана–Старлинга (14) (пунктирная линия)
и согласно уравнению (18) при учете одиннадцати
вириальных коэффициентов. Точками обозначены дан-

ные машинного эксперимента

Заключение

В настоящей работе впервые получено уравнение
Карнахана–Старлинга для уравнения состояния си-
стемы твердых сфер на основе использования метода
Эйлера ускоренной сходимости рядов. Данный метод
допускает обобщение на точный учет произвольного
числа точно известных вириальных коэффициентов.
В результате найденное выражение для сжимаемо-
сти (10) воспроизводит данные машинного экспери-
мента в пределах его точности.

Что касается метастабильной области, то при
относительно хорошем совпадении для двухфазной
области расхождение с ростом плотности стано-
вится очевидным. Причина этого видна уже при
анализе поведения первых одиннадцати известных
вириальных коэффициентов по сравнению с анало-
гичными коэффициентами, найденными в основном
приближении Карнахана–Старлинга, а также учетом
поведения статистического интеграла при больших
плотностях.

Уравнение Карнахана–Старлинга было получе-
но на основе удачного выбора интерполяционной
формулы для вириальных коэффициентов, которая
хорошо описывала известные вириальные коэффи-
циенты. В дальнейшем оказалось, что она доста-
точно хорошо описывает и найденные впоследствии
вириальные коэффициенты. Этим обусловлены успе-
хи данного приближения. Предпринимались много-
численные попытки обобщить уравнение Карнаха-
на–Старлинга [38–55].

Но уравнение Карнахана–Старлинга не отражает
асимптотическое поведение статистического инте-
грала при больших плотностях. Согласно (16) в дан-
ном приближении начиная с некоторой плотности
число ближайших соседей начинает уменьшаться
и достигает физически бессмысленных значений.
Поэтому для получения непротиворечивых резуль-
татов количество учитываемых членов ряда необ-
ходимо ограничить. В качестве критерия выступает
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физическое требование, ограничивающее характер
поведения эффективного числа ближайших соседей.

В результате получаем выражение для сжимаемо-
сти (18), которое хорошо описывает как стабильную,
так и метастабильную области фазовой диаграммы.
Таким образом, полученные результаты позволяют
утверждать, что используемый в работе метод дает
возможность найти обобщенное уравнение Карна-
хана–Старлинга (18), точно воспроизводящее все
известные вириальные коэффициенты, а также опи-
сывающее фазовую диаграмму однородной системы
твердых сфер со степенью точности, соответствую-
щей современному машинному эксперименту.

Развитый в работе подход применим и для поло-
жительно определенных потенциалов общего вида,
при учете квантовых эффектов [56]. Его можно
обобщить и на системы, находящиеся во внешних
полях, смеси различных систем.
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Chem. Phys. 2004. 6. P. 2335.
29. Николаев П.Н. // Вестн. Моск. ун-та. Физ. Астрон.

2012. № 5. С. 3. (Nikolaev P.N. // Moscow University
Phys. Bull. 2012. 67. P. 413.)

30. Labik S., Kolafa J., Malijevský A. // Phys. Rev. E.
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A new method to obtain the Carnahan–Starling equation and its generalization

P.N. Nikolaev

Department of Quantum Statistics and Field Theory, Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State
University. Moscow 119991, Russia.
E-mail: nikolaev@phys.msu.ru.

We obtain the Carnahan–Starling equation for a system of hard spheres using the Euler method of accelerated
series convergence. For this purpose, the virial series is transformed into a new series with coefficients that
differ slightly from each other, even when considering the eleven currently known virial coefficients. The
method of accelerated convergence was applied to this series; it allowed us to obtain the Carnahan–Starling
equation. In this work, this equation is derived for the first time using the method of accelerated convergence.
It is generalized to accurately reproduce all of the known virial coefficients and the asymptotic behavior of
the free energy at high densities. This also makes it possible to describe a metastable region with a high
degree of accuracy and to obtain the equation of state for a homogeneous system of hard spheres with the
accuracy of a computer experiment.
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