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Рассмотрен вариант теории возможностей как математической модели феноменов слу-
чайности и нечеткости, позволяющий моделировать как вероятностную случайность, в том
числе свойственную непредсказуемо эволюционирующим стохастическим объектам, вероят-
ностные модели которых не могут быть восстановлены эмпирически, так и невероятностную
случайность (нечеткость), свойственную реальным физическим, техническим, экономическим
объектам, человеко-машинным, экспертным системам и др. Показаны принципиальные отличия
рассмотренного варианта от известных вариантов теории возможностей, в частности в мате-
матическом формализме и в его связи с теорией вероятностей, в его содержательной интер-
претации и в приложениях, проиллюстрированных (в статье «Математическое моделирование
феноменов случайности и нечеткости в научных исследованиях. 2. Приложения») на примерах
решения задач оптимизации идентификации и оценивания, эмпирического восстановления
нечеткой модели объекта исследования, решения задач анализа и интерпретации данных
измерительного эксперимента и др.
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В этой статье рассмотрены математические и эм-
пирические основы варианта теории мер возможно-
сти, необходимости и интегрирования относительно
этих мер, ориентированного на математическое мо-
делирование вероятностной и невероятностной слу-
чайности и на приложения в научных исследовани-
ях как альтернативы теории вероятностей. Вариант
существенно отличается от известных вариантов
теории возможностей [8–12, 15–18, 20–22, 25, 29,
42–44, 46, 49, 50, 57]. Его основы опубликованы
в серии статей в ВМУ в 1997–1999 гг. [65–73], ито-
ги исследований и новые результаты представлены
в монографиях [28, 51] и в настоящей статье.

В п. 1.1 рассмотрены проблемы интерпретации
событийно-частотных наблюдений за эволюциониру-
ющим стохастическим1 объектом (Э. СТ.О.) и эм-
пирического восстановления его вероятностной мо-
дели. Для их преодоления в качестве альтерна-
тивной модели вероятностной случайности, свой-
ственной Э.СТ.О., в п. 1.2 предложена возмож-
ность как мера относительной предопределенно-
сти результатов событийно-частотных наблюде-
ний за Э. СТ.О. В п. 1.2 охарактеризованы свойства
возможности, позволяющие эмпирически восстанав-
ливать возможностные модели классов Э. СТ.О.,

решать задачи, типичные для приложений теории
вероятностей, моделировать вероятностную и неве-
роятностную случайность (нечеткость), свойствен-
ную человеко-машинным, социальным, экологиче-
ским системам, бизнесу и т. д. [22].

Свойства возможности P , позволяющие модели-
ровать Э. СТ.О., обусловлены ее связью с изменя-
ющейся вероятностью Pr в его вероятностной мо-
дели (Ω,P(Ω),Pr) , где P(Ω) — класс всех подмно-
жеств Ω = {ω1,ω2, . . .} , а именно если вероятности
pri = Pr({ωi}) , i = 1, 2, . . . , произвольно изменя-
ются в процессе наблюдений за Э. СТ.О., остава-
ясь одинаково упорядоченными, например, согласно
условию (∗) pr1 > pr2 > . . . > 0, pr1 + pr2 + . . . = 1,
то в возможностной модели (Ω,P(Ω),P) Э.СТ.О:
• возможности pi = P({ωi}) , i = 1, 2, . . . , удо-
влетворяют согласованному с (∗) условию (∗∗)
1 > p1 > p2 > . . . > 0, причем численные значения
P(A) , A∈ P(Ω) , в частности значения pi = P({ωi}) ,
i = 1, 2, . . . , отличные от 0 и 1, не имеют содержа-
тельной интерпретации, но важна их упорядочен-
ность, более того,
• возможности P(·) и P′(·) взаимно эквивалентны,
если ∃ γ(·) ∈ Γ ∀A∈ P(Ω) P′(A) = γ(P(A)) , где Γ —
класс непрерывных, строго монотонных функций

1 Стохастическим называется объект, моделью которого в каждый момент является некоторое вероятностное
пространство.
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γ(·) : [0, 1] → [0, 1] , γ(0) = 0, γ(1) = 1, являющий-
ся группой относительно групповой операции ◦ ,
(γ′ ◦ γ)(a) = γ′(γ(a)) , a ∈ [0, 1] , а
• каждая конкретная упорядоченность, выделен-
ная в (∗∗) двоичным числом e = 0,e1e2 . . . ∈ (0, 1)
согласно условию ei = 1, ecли pi > pi+1 , ei = 0, если
pi = pi+1 , определяет класс взаимно эквивалент-
ных возможностей.

Если P — класс возможностей, удовлетворяю-
щих условию (∗∗), P(e) класс взаимно эквива-
лентных возможностей, упорядоченность значе-
ний pi = P({ωi}) , i = 1, 2, . . . , которых определена
двоичным числом e, то P(e) ∩ P(e′) = ∅, e ̸= e′,
и (∗∗∗) P =

∪
e∈(0,1)

P(e) .

В п. 1.3 определены понятия шкалы L = ([0, 1],
6, + , × ) значений возможности и порожден-
ной группой Γ группы Γ ее изотонных авто-
морфизмов γ : L → L , γ ∈ Γ , согласно кото-
рой ∀ γ(·) ∈ Γ ∀a, b ∈ [0, 1] γ(a + b) = γ(a) + γ(b) ,
γ(a × b) = γ(a) × γ(b), и показано, что при есте-
ственных требованиях к операциям сложения +
и умножения × последние суть max и min ,

а возможность P(A) def= +
i : ωi∈A

P({ωi}) ≡ sup
i : ωi∈A

P({ωi}) ,

P(Ω) def= 1.
Поскольку равенство P(Ω) = P(A) + P(Ω \A) = 1

при заданном P(A) , вообще говоря, не определяет
P(Ω \ A) , событие A =

∩
i : ωi∈Ω\A

(Ω \ {ωi}) охаракте-

ризовано как противоположное Ω \ A мерой необ-
ходимости N(A) = inf

i : ωi∈Ω\A
N(Ω \ {ωi}) . В этом же

пункте введены понятия шкалы значений необхо-
димости, группы ее автоморфизмов и классов
N(e) , e ∈ (0, 1) , взаимно эквивалентных необходи-
мостей. Поэтому аналог вероятностного простран-
ства (Ω,P(Ω),Pr) — пространство с двумя мерами
(Ω,P(Ω),P,N) , названное нечетким.

В п. 1.4 определена группа Γ изоморфизмов
γ : L → γL , все шкалы γL , γ ∈ Γ , считаются
изоморфными. Пункт 1 завершается формулировкой
«Принципа относительности», подобного принципу
относительности в физике, согласно которому сфор-
мулированные в шкалах L′ и L′′ модели счита-
ются эквивалентными, если в некоторой шкале
L = γ′L′ = γ′′L′′ , γ′, γ′′ ∈ Γ , их формулировки сов-
падают, а модели, формулировки которых совпадают
во всех шкалах γL , γ ∈ Γ , т. е. одинаковы для
всех исследователей, могут быть содержатель-
но истолкованы. Принцип относительности опреде-
лил рассматриваемый вариант теории возможностей
и его существенные отличия от известных вариантов
теории возможностей.

В п. 2 введено понятие максимальной согла-
сованности возможности и необходимости с ве-
роятностью и для каждого e ∈ (0, 1) установлено
взаимно однозначное соответствие между классами

P(e) и N(e) взаимно эквивалентных возможностей
и необходимостей и классом Pr(e) взаимно нечет-
ко эквивалентных вероятностей. Получены фор-
мулы, выражающие значения любых возможности
P(·) ∈ P(e) и необходимости N(·) ∈ N(e) через зна-
чения любой вероятности Pr(·) ∈ Pr(e) .

В п. 3 введены понятия Pr1 -, . . . , Prk -из-
меримых возможности и необходимости, дана
их событийно-частотная интепретация, показа-
но, что при естественных условиях регуляности
вероятностей Pr1 , . . . , Prk и принадлежности
их некоторому классу Pr(e) данные почти навер-
ное (п. н.) конечного числа событийно частотных
наблюдений позволяют безошибочно восстановить
класс взаимно эквивалентных нечетких моделей
(Ω,P(Ω),P,N) , P ∈ P(e) , N ∈ N(e) , Ω = {ω1, . . . ,ωn} ,
каждого наблюдения, и рассмотрен алгоритм, вос-
станавливающий на основе данных п. н. конечного
числа наблюдений нечеткую модель Э. СТ.О., вер-
ную с гарантированной вероятностью.

В п. 4 определены p- и n-интегралы, дано
их общее выражение как интегралов относитель-
но P- и N-мер. Установлено соответствие между
классами взаимно нечетко эквивалентных матема-
тических ожиданий и классами взаимно эквивалент-
ных p- и n-интегралов. Введены понятия нечеткого
элемента, нечеткого множества, их независимости,
условных и переходных возможностей, необходимо-
сти и их распределений.

В каждом пункте приведены обзор и сравнение
известных вариантов теории возможностей с вари-
антом, рассматриваемым в настоящей статье.

В статье «Математическое моделирование фено-
менов случайности и нечеткости в научных иссле-
дованиях. 2. Приложения» рассмотрены элементы
теории оптимальных нечетких решений, аналогич-
ной теории оптимальных статистических решений,
проверки нечетких гипотез, подобной теории Ней-
мана–Пирсона, рассмотрен последовательный алго-
ритм нечеткой идентификации, подобный последова-
тельному статистическому критерию Вальда, и даны
элементы теории нечетких измерительно-вычисли-
тельных преобразователей и ее приложений в зада-
чах анализа данных измерительного эксперимента.

1. Вероятность, возможность, необходимость

Теория вероятностей используется для модели-
рования феномена случайности благодаря двум ее
фундаментальным аспектам: математическому,
основанному на теории меры и интеграла, и эм-
пирическому, согласно которому при определенных
условиях данные событийно-частотных наблюдений
определяют сколь угодно точную аппроксимацию их
вероятностной модели, а известная вероятностная
модель наблюдений позволяет прогнозировать их
событийно-частотные результаты.

Однако при моделировании реальных физи-
ческих, технических, социальных, экономических
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и других сложных и, как правило, эволюциониру-
ющих объектов, человеко-машинных [22] и эксперт-
ных систем вероятностные методы де-факто оказа-
лись неэффективными. Причиной неэффективности,
как правило, является неадекватность вероятностно-
го моделирования. Дело в том, что
• «эмпирический аспект» теории вероятностей
не столь фундаментален, как математический, ибо
не содержит критериев вероятностной природы слу-
чайности и упомянутых «определенных условий»
наблюдения. Поэтому не исключено, что модели
названных объектов не могут быть сформулиро-
ваны в терминах вероятностной случайности,
но теория вероятностей не позволяет ни подтвердить
это, ни опровергнуть;
• при эмпирическом восстановлении вероятност-
ной модели заведомо стохастического объек-
та (СТ.О.) возникают принципиальные трудности,
когда в процессе наблюдений его вероятностная
модель непредсказуемо изменяется и ее эмпириче-
ская оценка оказывается неадекватной. Более того,
вероятностную модель произвольно эволюциониру-
ющего СТ.О. восстановить эмпирически невозмож-
но, если наблюдения за объектом не позволяют
восстановить модель его эволюции [54].

Этим объясняется интерес к невероятностным
моделям случайности и неопределенности [1–58,
65–73] и к робастным статистическим процедурам
анализа данных [60–62].

1.1. Проблемы эмпирического восстановления
и интерпретации вероятности

Условимся называть стохастическим эксперимент
(СТ. Э.), моделью которого в каждый момент являет-
ся некоторое вероятностное пространство (Ω,A,Pr)
и определенная на нем функция χ(·) , значение
которой определяет исход СТ.Э., его повторения
назовем испытаниями. Далее, как правило, χ(·) —
индикатор наблюдаемого в СТ. Э. события A∈A :
χA(ω) = 1, ω ∈ A, χA(ω) = 0, ω ∈ Ω \A, ω ∈ Ω , его

частота ν(n)(A) = 1
n

n∑
i=1

χA(ω(i)) — результат наблю-

дения исходов n взаимно независимых испытаний,
ω(i) — исход i -го испытания, i = 1, . . . ,n .

1⃝ Если СТ.О., наблюдаемый в СТ.Э., не эво-
люционирует в процессе испытаний, модель ко-
торых (Ω,A,Pr) × . . . × (Ω,A,Pr) × . . . , то1, как
известно [55], ∀A ∈ A с увеличением n часто-
та ν(n)(A) приближается и почти наверное (п. н.)
остается близкой к вероятности Pr(A) , короче,
ν(n)(A) п. н.−−−−−−→

n→∞
Pr(A) . Этот факт, известный как

усиленный закон больших чисел (УЗБЧ), опреде-
ляет эмпирическую интерпретацию вероятности:
в достаточно длинной последовательности взаимно
независимых испытаний:
• вероятность любого события сколь угодно точ-
но прогнозирует его частоту,

• частота любого события сколь угодно точ-
но оценивает его вероятность, а следовательно,
и модель (Ω,A,Pr) каждого испытания.

2⃝ Если наблюдаемый СТ.О. в процессе ис-
пытаний непредсказуемо эволюционирует, в моде-
ли взаимно независимых испытаний (Ω,A,Pr1) ×
× . . . × (Ω,A,Prn) × . . . вероятности произвольно
изменяются от испытания к испытанию, то, со-
гласно этому же УЗБЧ ∀A ∈ A, частота ν(n)(A)
с увеличением n все более точно следует

за вероятностью Pr(n)(A) def= 1
n

n∑
i=1

Pri(A) : ∀A ∈ A

ν(n)(A)−Pr(n)(A) п. н.−−−−−−→
n→∞

0. В этом случае

• частоты событий не оценивают их веро-
ятности, контролировавшие исходы испытаний,
и не позволяют восстановить вероятностную мо-
дель (Ω,A,Pri) каждого испытания, i = 1, 2, . . . , а
• вероятности событий не прогнозируют их
частоты.

3⃝ Если вероятности Pr1,Pr2, . . . изменяют-
ся с некоторой стохастической закономерностью,
а именно если Pri(·) = Pr(·|ti) — переходная вероят-
ность, i = 1, 2, . . . , где t1, t2, . . . суть значения взаим-
но независимых копий τ1, τ2, . . . некоторой случай-

ной величины τ , то 1
n

n∑
i=1

Pr(A|τi)
п. н.−−−−−−→

n→∞
EτPr(A|·)

и, следовательно, ν(n)(A) п. н.−−−−−−→
n→∞

EτPr(A|·) = Pr(A) ,

A∈ A . В этом случае
• частота ν(n)(A) оценивает вероятность Pr(A) ,
A∈ A , но не позволяет восстановить вероятностную
модель (Ω,A,Pri) каждого испытания, i = 1, 2, . . .

Итак, если невозможно прогнозировать эволю-
цию СТ.О. [54], то вероятностная модель каждого
испытания может быть восстановлена эмпирически
лишь в случае 1⃝ , который, к сожалению, редко
встречается на практике.

1.2. Возможность как мера относительной
предопределенности исходов СТ.Э.

Классы эквивалентных возможностей

Возможность как альтернативная вероятности
модель вероятностной случайности прогнозиру-
ет относительную предопределенность, шанс лю-
бого исхода каждого испытания, модель которого
(Ω,P(Ω),Pr) , где Ω = {ω1,ω2, . . .} .

При любом определении возможности pi собы-
тия {ωi} как значения меры возможности P(·) :
P(Ω) → [0, 1] , при каждом испытании оценива-
ющей шанс произойти элементарному событию
{ωi} в сравнении с шансами произойти дру-
гим элементарным событиям, естественно счи-
тать, что должно быть выполнено условие согла-
сованности P(·) c Pr(·) : Pr({ωi}) = pri > prj =
= Pr({ωj}) ⇒ P({ωi}) = pi > pj = P({ωj}) и, сле-
довательно, pi > pj ⇒ pri > prj ; заметим, что для
выполнения такого условия

1 Модель каждого испытания — (Ω,A,Pr) , Pr — вероятность, контролирующая его исход.
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• не требуются значения pr1, pr2, . . . , доста-
точна лишь их упорядоченность,
• вероятности pr1, pr2, . . . могут произвольно
изменяться от испытания к испытанию, остава-
ясь одинаково упорядоченными, например, соглас-
но условию

1 > pr1 > pr2 > . . . > 0, pr1 + pr2 + . . . = 1. (1)

Далее будет показано, что эти замечния опреде-
лят возможность как альтернативную вероятности
меру случайности, эффективную как для моделиро-
вания вероятностной случайности, свойственной
Э.СТ.О., позволяющую эмпирически восстанавли-
вать возможностные модели классов таких объектов,
решать задачи, типичные для приложений теории
вероятностей, в том числе для приближенно задан-
ных вероятностных моделей и др., так и для моде-
лирования невероятностной случайности, называ-
емой далее нечеткостью, характерной для челове-
ко-машинных, социальных, экономических систем,
медицины, бизнеса и т. п. [22].

Сравним вероятностное и возможностное моде-
лирование и задачи эмпирического восстановления
вероятностной и возможностной моделей СТ.О.,
моделью которого является класс Pr = {(Ω,P(Ω) ,
Pr),Pr ∈ Pr} вероятностных пространств, где Pr —
класс вероятностей, удовлетворяющих (1). Понят-
но, что:
• знание одной лишь упорядоченности pr1, pr2, . . .
(1) не позволяет охарактеризовать свойства СТ.О.
в терминах теории вероятностей, а
• если в процессе наблюдений за СТ.О. зна-
чения pr1, pr2, . . . в (1) произвольно изменяют-
ся от испытания к испытанию, то его мо-
дель (Ω,P(Ω),Pr1) × (Ω,P(Ω),Pr2) × . . . , Pri ∈ Pr ,
i = 1, 2, . . . , не может быть восстановлена эмпи-
рически.

Условимся считать, что в возможностной моде-
ли (Ω,P(Ω),P) СТ.О.
• возможности pi = P({ωi}) , i = 1, 2, . . . , удовлетво-
ряют согласованному с (1) условию

1 > p1 > p2 > . . . > 0, (2)

• численные значения P(A) , A∈ P(Ω) , в частности
pi = P({ωi}) , i = 1, 2, . . . , кроме 0 и 1, не имеют
содержательной интерпретации, важна лишь их
упорядоченность, а
• возможности P(·) и P′(·) взаимно эквивалентны,
если ∃ γ(·) ∈ Γ ∀A∈ P(Ω) P′(A) = γ(P(A)) , где Γ —
класс непрерывных, строго монотонных функций
γ(·) : [0, 1] → [0, 1] , γ(0) = 0, γ(1) = 1, являющий-
ся группой относительно групповой операции ◦ ,
(γ′ ◦ γ)(a) = γ′(γ(a)) , a ∈ [0, 1] ,
• каждая конкретная упорядоченность, выделен-
ная в (2) двоичным числом e = 0,e1e2 . . . ∈ (0, 1) ,
согласно условию ei = 1, ecли pi > pi+1 , ei = 0, если
pi = pi+1 , определяет класс взаимно эквивалент-
ных возможностей.

Обозначим P класс возможностей, удовлетворя-
ющих условию (2), P = {(Ω,P(Ω),P) , P ∈ P} —
класс пространств c возможностью, как возмож-
ностную модель СТ.О., P(e) — класс взаимно
эквивалентных возможностей, упорядоченность
значений pi = P({ωi}) , i = 1, 2, . . . , которых опре-
делена двоичным числом e = 0,e1e2 . . . ∈ (0, 1) ; по-
нятно, что P(e) ∩ P(e′) = ∅, если e ̸= e′, и

P =
∪

e∈(0,1)

P(e). (3)

Так как возможности P ∈ P(e) взаимно эк-
вивалентны, класс P(e) определяет единствен-
ную с точностью до эквивалентности возмож-
ностную модель P(e) = {(Ω,P(Ω),P), P ∈ P(e)},
P =

∪
e∈(0,1)

P(e) — разбиение возможностной модели

СТ.О. на классы взаимно эквивалентных, то
• задача эмпирического восстановления возмож-
ностной модели СТ.О. эквивалентна задаче эм-
пирического восстановления значения e ∈ (0, 1) ,
см. замечание 3.1.

1.3. Шкалы значений возможности и необходимости.
Возможность и необходимость события.

Нечеткая модель

Обозначим:
• L = ([0, 1], 6, + , × ) шкалу значений возмож-
ности P(·) как интервал [0, 1] с естественной
упорядоченностью 6 и с бинарными операция-
ми сложения + : [0, 1]2 → [0, 1] и умножения
× : [0, 1]2 → [0, 1] ,
• Γ группу изотонных автоморфизмов L , γ :
L→L , γ ∈ Γ , порожденную группой Γ строго моно-
тонных непрерывных функций γ(·) : [0, 1] → [0, 1] ,
γ(0) = 0, γ(1) = 1, сохраняющих конкретную упо-
рядоченность в (2). Поскольку Γ — группа авто-
морфизмов L , то ∀ γ(·) ∈ Γ , ∀a, b ∈ [0, 1] ,

γ([0, 1]) = [0, 1], γ(a+ b) = γ(a)+ γ(b), γ(a× b) =

= γ(a)× γ(b). (4)

Т е о р е м а 1.1. Если
• бинарные операции + и × суть непрерыв-
ные отображения [0, 1]2 → [0, 1] ,
• ∀a, b ∈ [0, 1] a × b = b × a, 0 × a = 0 ,
1 × a = a, a + b = b + a, 0 + a = a, 1 + a = 1 ,
• ∀ γ(·) ∈ Γ выполнены условия (4),

то ∀a, b ∈ [0, 1] a + b = max{a, b}, a × b =
= min{a, b}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 0 6 x < y 6 1 и по-
следовательность γn(·) ∈ Γ , n = 1, 2, . . . удовлетворя-
ет условиям: γn(z) −−−−−−→n→∞

0, 0 6 z 6 x , γn(z) = z ,

y 6 z 6 1. Тогда ∀ x < y γn(x + y) = γn(x) + γn(y) =
= γn(x) + y −−−−−−→

n→∞
y ⇒ x + y = max{x, y} , а если

γn(z) = z , 0 6 z 6 x , γn(z) −−−−−−→
n→∞

1, y 6 z 6 1,

то γn(x × y) = γn(x) × γn(y) = x × γn(y) −−−−−−→
n→∞

x ⇒ x × y = min{x, y} . �
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Возможность P(·) : P(Ω) → L , где Ω =
= {ω1,ω2, . . .} , определим (эвристически, см. опре-
деления 4.1) в терминах ее численных значений

∀A∈ P(Ω) P(A) def= +
i : ωi∈A

pi
def= sup

i : ωi∈A
P({ωi}),

A ̸= ∅, P(∅) def= 0, P(Ω) =
∞
+
i=1

pi
def= 1 = p1, (5)

подобно вероятности Pr(·) : P(Ω) → [0, 1]

∀A∈ P(Ω) Pr(A) =
∑

i : ωi∈A

pri =
∑

i : ωi∈A

Pr({ωi}),

A ̸= ∅, Pr(∅) = 0, Pr(Ω) =
∞∑
i=1

pri
def= 1. (5∗)

Согласно (5) ∀A,B ∈ P(Ω) : A ⊂ B ⇒ P(A) 6 P(B) ,
P(A ∪ B) = P(A) + P(B) , P(A ∩ B) 6 P(A) × P(B) ,
∀P(·) : P(Ω) → L либо P(A) > P(B) , либо
P(A) < P(B) , либо P(A) = P(B) .

Поскольку возможности противоположных собы-
тий связывает равенство P(Ω) = P(A) + P(Ω\A) = 1,
вообще говоря, не определяющее P(Ω \ A) при за-
данном P(A) , A ∈ P(Ω) , охарактеризуем каждое
событие значениями двух мер — возможности P(·) :
P(Ω) → L и необходимости N(·) : P(Ω) → L̂ , при-
нимающей значения в шкале L̂ = (̂[ 0̂, 1̂ ]̂, 6̂, +̂ , ×̂ ) ,
в которой a 6̂ b ⇐⇒ a > b , 0̂ = 1, 1̂ = 0,

0̂ 6̂ 1̂ , [̂ 0̂, 1̂ ]̂ = [0, 1] , a +̂ b def= min{a, b} , a ×̂ b def=
def= max{a, b} , a, b ∈ [̂ 0̂, 1̂ ]̂ , и подобно (4) ∀ γ(·) ∈ Γ

∀a, b ∈ [̂ 0̂, 1̂ ]̂

γ(̂[ 0̂, 1̂ ]̂) = [̂ 0̂, 1̂ ]̂, γ(a+̂b) = γ(a)+̂γ(b),

γ(a×̂b) = γ(a)×̂γ(b), (6)

поскольку Γ — группа автоморфизмов и шкалы L̂ ,
γ̂ : L̂ → L̂ , γ̂ ∈ Γ .

Определим согласованную с упорядоченностью
в (2) упорядоченность

0 6 n1 6 n2 6 . . . (7)

значений ni
def= N(Ω \ {ωi}), i = 1, 2, . . . , и необходи-

мость N(·) : P(Ω) → L̂ : ∀A∈ P(Ω)

N(A) def= +̂
i : ωi∈Ω\A

ni
def= inf

i : ωi∈Ω\A
N(Ω \ {ωi}),

A ̸= Ω, N(Ω) def= 1, N(∅) def= 0 = n1,

(8)

характеризующую событие A =
∩

i : ωi∈Ω\A

{
Ω \ {ωi}

}
как противоположное Ω \A.

Класс необходимостей, удовлетворяющих (7),
обозначим N . Конкретную упорядоченность в (7)
зададим ê = 0,ê1ê2 . . . ∈ (0, 1) , êi = 1, если ni < ni+1 ,
êi = 0, если ni = ni+1 , i = 1, 2, . . . Обозначим
N(̂e) класс взаимно эквивалентных необходимостей,

упорядоченность значений ni , i = 1, 2, . . . , кото-
рых определена числом ê . При этом подобно (3)
N =

∪
ê∈(0,1)

N(̂e), где N(̂e)∩N(̂e′) = ∅ , ê ̸= ê′ , ê, ê′ ∈ (0, 1) .

З а м е ч а н и е 1.1. В общем случае нечеткая
модель — пространство (Ω,P(Ω),P,N) с дву-
мя мерами, называемое далее нечетким про-
странством, связь P и N определяется свой-
ствами моделируемого объекта. В частности,
в нечеткой модели СТ.О. P и N максималь-
но согласованы с вероятностью Pr в его мо-
дели (Ω,P(Ω),Pr) , см. п. 2.1, и оказывают-
ся дуально согласованными (дуально изоморфны-
ми) [51]: ∃ θ(·) ∈Θ ∀A∈ P(Ω) , N(A) = θ(P(Ω \A)) ,
ni = N(Ω \ {ωi}) = θ(P({ωi})) = θ(pi) , i = 1, 2, . . . ,
где Θ — класс непрерывных функций1 θ(·) :
[0, 1] → [0, 1] , строго монотонных, θ(0) = 1,
θ(1) = 0, а если при этом P ∈ P(e) , N ∈ N(̂e) , то e = ê
и P(A) < P(B) ⇔ N(A) < N(B) , A,B ∈ P(Ω) .

З а м е ч а н и е 1.2. Первые публикации по п. 1.2,
1.3 — [19, 28, 65, 65, 66]. Шкала значений воз-
можности и группа ее автоморфизмов в известных
автору работах не используются. В «качественной»
теории возможностей в [20] операции max и min
постулируются, а возможность определена как
в (5). В «количественной» теории возможностей [20,
42, 46] операции определены как max и обычное
умножение, как во втором варианте теории воз-
можностей [28]. В [9–12, 20, 42] постулируется
N(A) def= 1 − P(X \ A) , A ∈ P(Ω) . Сравнительный
анализ известных вариантов теории см. в [57].

1.4. Принцип относительности

Каждый автоморфизм γ : L → L , γ̂ : L̂ → L̂ ,
γ, γ̂ ∈ Γ , определяет изоморфизм γ : L → γL ,
γ̂ : L̂ → γ̂L̂ , где γL и γ̂L̂ , суть шкалы, изоморфные
соответственно L и L̂ , элементы которых суть γ(a)
и γ̂(a) , a ∈ [0, 1] , а операции + , × в γL и +̂ ,
×̂ в γ̂L̂ определены равенствами (4) и (6). Назовем
шкалы γL и γ̂L̂ координатными представления-
ми2 шкал L и L̂ , γ, γ̂ ∈ Γ , где Γ далее обозначает
группу изоморфизмов.

• Поскольку все шкалы γL , γ ∈ Γ , и все
шкалы γ̂L̂ , γ̂ ∈ Γ , взаимно изоморфны, то любой
исследователь может выбрать любую пару шкал
γL и γ̂L̂ , γ, γ̂ ∈ Γ , для формулировки нечеткой
модели. Сформулированные в парах шкал L′, L̂′

и L′′, L̂′′

• модели считаются эквивалентными, ес-
ли существует пара шкал L = γ′L′ = γ′′L′′,
L̂ = γ̂′L̂′ = γ̂′′L̂′′, γ′, γ′′, γ̂′, γ̂′′ ∈ Γ , в которых их
формулировки совпадают.

• Модели, формулировки которых не зависят
от выбора шкал γL и γ̂L̂ , т. е. одинаковы для

1 Каждая функция θ(·) ∈Θ определяет нечеткое отрицание: необходимость(A) = невозможность(Ω \A) .
2 «Координаты» a, â ∈ [0, 1] в шкалах L , L̂ заданы «координатами» γ(a), γ(â) ∈ [0, 1] в γL , γL̂ .
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всех исследователей, могут быть содержательно
истолкованы.

Этот аспект теории возможностей, аналогич-
ный принципу относительности в физике, опреде-
лил содержательную интерпретацию возможно-
сти и необходимости, математические методы и ал-
горитмы их эмпирического восстановления, мате-
матический формализм теории и области ее прило-
жений [51].

З а м е ч а н и е 1.3. Первые публикации по пунк-
ту 1.4 — [26, 28, 70]. Автору неизвестны публи-
кации, в которых дано подобное определение и со-
держательное толкование возможности. В отличие
от моделей возможности в [8, 10–12], следующих
схеме Л. Заде [2], названной в [20, 42] «количе-
ственной» теорией возможностей, в рассматривае-
мом варианте численные значения P и N , отличные
от 0 и 1, как и в «качественной» теории возможно-
стей [16, 17, 20], не важны, существенна лишь их
упорядоченность. Рассматриваемый вариант отлича-
ется и от «качественной» теории возможностей, ибо
в [26, 28], в отличие от [16, 17, 20], любые воз-
можности P(·) и P′(·) эквивалентны, если ∃ γ(·) ∈ Γ
∀A∈ P(Ω) γ(P(A)) = P′(A) . В п. 1.16 [51] рассмот-
рен вариант теории возможностей, в котором группа
автоморфизмов шкал значений P и N выбрана как
подгруппа Γ , оставляющая неподвижными заданные
интервалы в [0, 1] , в пределах которых значения P
и N допускают содержательную интерпретацию.

2. Стохастическая модель возможности
и необходимости. Нечеткие модели вероятности

2.1. P и N , согласованные с Pr

Для Ω = {ω1,ω2, . . .} согласно упорядоченностям
(1), (2) и формулам (5) и (5∗ ):
• ∀A1 ∈ P(Ω) , если ω1 ∈ A1 , то P(A1) = p1 = 1,
Pr(A1) ∈ ∆1 = [pr1, 1] , где ∆1 — минимальный
(по включению) интервал, содержащий значение
Pr(A1) ;
• ∀A2 ∈ P(Ω) , если ω2 ∈ A2 , ω1 ̸∈ A2 , то
P(A2) = p2 , Pr(A2) ∈∆2 = [pr2, 1−pr1] , где ∆2 — ми-
нимальный интервал, содержащий значение Pr(A2) ;
• ∀Ai ∈ P(Ω) , если ωi ∈ Ai , ωi−1 ̸∈ Ai , . . . ,
ω1 ̸∈ Ai , то P(Ai) = pi , Pr(Ai) ∈ ∆i = [pri, 1 − pr1 −
− . . . − pri−1] , где ∆i — минимальный интервал,
содержащий Pr(Ai) , i = 3, 4, . . . .

Следовательно, ∃ γ̆(·) ∈ Γ̆(Pr) ⊂ Γ̆ ∀A ∈ P(Ω)
P(A) = γ̆(Pr(A)) , где Γ̆ — класс монотонных функ-
ций γ̆(·) : [0, 1] → [0, 1] , γ̆(0) = 0, γ̆(1) = 1,
а функция γ̆(·) , определяющая согласованность P
с Pr , удовлетворяет условиям: γ̆(a) = pi , a ∈ ∆i ,
i = 1, 2, . . . .

О п р е д е л е н и е 2.1. Возможность P макси-
мально согласована с вероятностью Pr , если функ-
ция γ̆(·) : [0, 1] → [0, 1] выбрана так, что pi > pi+1 ,

если ∆i ∩∆i+1 = ∅⇔ fi
def= pr1 + . . .+pri−1 + 2pri > 1,

и pi = pi+1 , если ∆i ∩∆i+1 ̸= ∅⇔ fi 6 1, i = 1, 2, . . . ;

далее Pr ≈> P обозначает максимальную согласо-
ванность P c Pr .

По такой же схеме определяется и необходи-
мость N , максимально согласованная с вероят-
ностью Pr , Pr ≈> N , причем P и N , максимально
согласованные с Pr , дуально согласованы, см. за-
мечание 1.1.

2.2. Соответствие между классами нечетко
эквивалентных вероятностей и классами

эквивалентных возможностей

Т е о р е м а 2.1. Согласно п. 1.2 и определе-
нию 2.1,
• каждому классу взаимно эквивалентных воз-
можностей P(e) в (3) условиями

ei = 1 ⇔ pi > pi+1 ⇔
⇔ pr1 + . . . + pri−1 + 2pri = fi > 1,

ei = 0 ⇔ pi = pi+1 ⇔ fi 6 1, i = 1, 2, . . . ,

(9)

взаимно однозначно сопоставлен класс взаимно
нечетко эквивалентных вероятностей Pr(e), удо-
влетворяющих условиям (1) и (9), а разбиению
(3) класса P — разбиение класса Pr =

∪
e∈(0,1)

Pr(e) ,

Pr(e) ∩ Pr(e′) = ∅, e ̸= e′, e, e′ ∈ (0, 1) ;
• ∀P ∈ P(e) и ∀Pr ∈ Pr(e) существует монотонно
неубывающая непрерывная на (0, 1], зависящая
от Pr функция γe(·) : [0, 1] → [0, 1] такая, что

∀A∈ P(Ω)

P(A) = +
i : ωi∈A

pi = γe

( ∑
i : ωi∈A

pri

)
= γe(Pr(A));

sup
i : ωi∈A

γe(pri) = γe

( ∑
i : ωi∈A

pri

)
. (10)

Класс Γ̌(Pr) функций γe(·) определяется вероят-
ностью Pr ∈ Pr(e) , e ∈ (0, 1) .

Доказательство следует непосредственно
из определения 2.1 (см. рисунок).

С л е д с т в и е 2.1 . Согласно замечанию 1.2 из
условий Pr ≈> P , Pr ≈> N , Pr ∈ Pr(e) следует, что
P ∈ P(e) , N ∈ N(e) и ∃ γe(·) ∈ Γ̌(Pr) , ∃ θe(·) ∈ Θ̌(Pr)
∀A∈ P(Ω)

P(A) = γe(Pr(A)), N(A) = θe(Pr(Ω \A)),

Θ̌(Pr) = θΓ̌(Pr), θ(·) ∈Θ, (11)

т. е. любая вероятность Pr ∈ Pr(e) определя-
ет вероятностную модель (11) любых P ∈ P(e)
и N ∈ N(e) , последние называются Pr-измери-
мыми и определяют нечеткую модель любой
из вероятностей Pr ∈ Pr(e) =

{
Pr∈Pr, sup

i : ωi∈A
γe(pri) =

= γe

( ∑
i : ωi∈A

pri

)
,A∈P(Ω)

}
, которые называются

взаимно нечетко эквивалентными.
Следующий пример свидетельствует, что возмож-

ность, даже максимально согласованная с веро-
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Взаимно однозначные соответствия: а — между значениями P (p1 = 1, p2 = 1− pr1, p3 = 1 − pr1 − pr2,
p4 = pr4 ) и минимальными интервалами, содержащими значения Pr в п. 2.1. Штриховые линии, соединяющие
области постоянных значений возможности, дополняют их до графика функции γe ; б — между значениями N
(n1 = 0, n2 = pr1, n3 = pr1 + pr2, n4 = 1− pr4 ) и минимальными интервалами, содержащими начения Pr , для

θ(a) = 1− a , a ∈ [0, 1) ; pri = q/(1 + q)i , i = 1, 2, 3, pr4 = 1/(1 + q)3 , q = 3/2

ятностью, передает лишь значительные изменения
вероятностей: если pri = q/(1 + q)i , i = 1, 2, . . . ,
то ∀ i = 1, 2, . . . , согласно (9), либо fi 6 1 и ei = 0,
если 0 < q 6 1, либо fi > 1 и ei = 1, если q > 1,
т. е. возможность не «реагирует» на «недостаточ-
но быстрое» убывание вероятностей элементарных
событий.

З а м е ч а н и е 2.1. Первые публикации по п. 2 —
[28, 31]. B [31, 51] связи возможности, необходи-
мости и вероятности существенно отличаются как
от связей в «качественной» теории возможностей
(где их нет), так и от связей в «количественной»
теории возможностей, где возможность интерпре-
тируется как верхняя вероятность, а необходи-
мость — как нижняя вероятность [20, 25, 29, 42,
50]. Другие связи вероятности и возможности рас-
смотрены в [57, п. 9.5.2]. Связи возможности и слу-
чайного множества рассмотрены в [28, гл. 5, § 3],
[74, 75].

3. Событийно-частотная интерпретация
и эмпирическое восстановление

Pr1-, . . . , Prk -измеримых P и N

Пусть в стохастической модели (Ω,P(Ω),Pr1) ×
× . . . × (Ω,P(Ω),Prn) последовательности n вза-
имно независимых испытаний вероятность может
произвольно изменяться от испытания к испытанию,
причем среди Pr1,Pr2, . . . конечное число k различ-
ных вероятностей, скажем, Pr1 ∈ Pr, . . . ,Prk ∈ Pr ,
тогда в 2⃝

Pr(n)(A) =
1
n

n∑
i=1

Pri(A) =
k∑

s=1

(ns/n)Prs(A), (12)

где ns/n — частота, с которой вероятность
Prs встречается в последовательности Pr1, . . . ,Prn ,

s = 1, . . . , k , n1/n + . . . + nk/n = 1. Если в (12)
с увеличением n частóты ns/n , s = 1, . . . , k ,
изменяются произвольно, то значение Pr(n)(A)
произвольно «блуждает» в пределах интервала
[ min
16s6k

Prs(A), max
16s6k

Prs(A)] и за ним при n → ∞

согласно УЗБЧ 2⃝ все более точно следует ча-
стота ν(n)(A) . В этом случае знание вероятностей
Pr1(A), . . . ,Prk(A) не позволяет оценить часто-
ту ν(n)(A) , а наблюдение за ν(n)(A) , n = 1, 2, . . . ,
не позволяет восстановить стохастическую мо-
дель испытаний.

3.1. Событийно-частотная интерпретация
Pr1-, . . . , Prk -измеримых возможности

и необходимости

Если Pr1, . . . ,Prk взаимно нечетко эквива-
лентны, т. е. если ∃ e ∈ (0, 1) : Pr1, . . . ,Prk ∈ Pr(e) ,
то ∀P ∈ P(e) и ∀N ∈ N(e) , которые называют-
ся Pr1 -, . . . ,Prk -измеримыми, можно дать собы-
тийно-частотную интерпретацию, согласно кото-
рой ∃N : ∀n > N P(A) > P(B) ⇔ N(A) > N(B) ⇒
ν(n)(A)

п. н.
> ν(n)(B) .

Т е о р е м а 3.1. Пусть Ω = {ω1, . . . ,ωm} и ∃ e ∈
∈ (0, 1) Pr1, . . . ,Prk ∈ Pr(e) . Тогда ∀P ∈ P(e)
∀N ∈ N(e) ∀A,B ∈ P(Ω) ∃N ∀n > N P(A) > P(B) ⇔

N(A) > N(B) ⇒ ν(n)(A)
п. н.
> ν(n)(B) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (11) ∀ s =
= 1, . . . , k ∃ γs

e(·) ∈ Γ̆(Prs) ∃ θs
e(·) ∈ Θ̆(Prs) ∀A ∈

∈ P(Ω) P(A) = γ1
e(Pr1(A)) = . . . = γk

e(Prk(A)) ,
N(A) = θ1

e(Pr1(Ω \ A)) = . . . = θk
e(Prk(Ω \ A)) . По-

этому P(A) > P(B) ⇔ N(A) > N(B) ⇒ ∀ s = 1, . . . , k
Prs(A) > Prs(B) ⇒ ∀n = 1, 2, . . . Pr(n)(A) > Pr(n)(B)
и, следовательно, ∃N ∀n > N P(A) > P(B) ⇔
N(A) > N(B) ⇒ ν(n)(A)

п. н.
> ν(n)(B) . �
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3.2. Нечеткое моделирование вероятностной
случайности

Покажем, что при условии регулярности ве-
роятностей Pr1, . . . ,Prk может быть восстановле-
на нечеткая модель (Ω,P(Ω),P,N) , Prs ≈> P ,
Prs ≈> N , s = 1, . . . , k , каждого испытания, причем
безошибочно и на основе конечного числа испы-
таний.

Т е о р е м а 3.2. Если Ω = {ω1, . . . ,ωm}, вероят-
ности Pr1, . . . ,Prk удовлетворяют условиям регу-
лярности

prs
i > 0, f s

i = prs
1 + . . . +prs

i−1 + 2prs
i ̸= 1, i = 1, . . . ,m,

pr1 + . . . + prm = 1, s = 1, . . . , k, (13)

где prs
i = Prs({ωi}), и для некоторого e ∈ (0, 1)

Prs ∈ Pr(e), s = 1, . . . , k, то данные п. н. конечного
числа испытаний позволят безошибочно восста-
новить класс взаимно эквивалентных нечетких
моделей (Ω,P(Ω),P,N), P ∈ P(e), N ∈ N(e), каждого
испытания.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как согласно услови-
ям теоремы ∀ i = 1, . . . ,m либо ∀ s = 1, . . . , k f s

i > 1,

либо ∀ s = 1, . . . , k f s
i < 1, то f (n)

i =
k∑

s=1
(ns/n)f s

i > 1 ⇔

∀ s = 1, . . . , k f s
i > 1 ⇔ ei = 1, f (n)

i < 1 ⇔∀ s = 1, . . . , k
f s
i < 1 ⇔ ei = 0, i = 1, . . . ,m , а так как

f (n)
i =

k∑
s=1

(ns/n)f s
i =

k∑
s=1

(ns/n)(prs
1 + . . .+prs

i−1 +2prs
i ) =

= pr(n)
1 + . . . + pr(n)

i−1 + 2pr(n)
i , где pr(n)

i =
k∑

s=1
(ns/n)prs

i ,

i = 1, . . . ,m , n = 1, 2, . . . , то в силу УЗБЧ

ν(n)
i − pr(n)

i
п. н.−−−−−−→

n→∞
0, где ν(n)

i =
k∑

s=1
(ns/n)νns

i — ча-

стота события {ωi} , ν
ns
i — (ненаблюдаемая) ча-

стота тех {ωi} , i = 1, . . . ,m, которые контроли-
ровались вероятностью Prs , s = 1, . . . , k . Поэто-
му (φ(n)

i = ν(n)
1 + . . . + ν(n)

i−1 + 2ν(n)
i ) − (pr(n)

1 + . . . +

+ pr(n)
i−1 + 2pr(n)

i = f (n)
i ) п. н.−−−−−−→

n→∞
0 и, следователь-

но, ∃N ∀n > N f (n)
i > 1 ⇔ ei = 1 ⇒ φ(n)

i
п. н.
> 1,

f (n)
i < 1 ⇔ ei = 0 ⇒ φ(n)

i
п. н.
< 1, т. е. наблюдаемые

значения φ(n)
i , i = 1, . . . ,m , позволяют безошибочно

восстановить значение e . �
З а м е ч а н и е 3.1. Уточним сказанное о вероят-

ностном и о возможностном моделировании СТ.О.
в п. 1.2. Согласно теореме 3.2 нечеткая модель
СТ.О. может быть восстановлена точно и на ос-
нове конечного числа наблюдений, если выполнены
условия (13), и вероятности Prs ∈Pr , s = 1, . . . , k ,
изменяются в пределах некоторого класса Pr(e) ,
при этом вероятностная модель СТ.О. восстанав-

ливается лишь с точностью до включения в класс
Pr(e) = {(Ω,P(Ω),Pr), Pr ∈ Pr(e)} нечетко эквива-
лентных моделей.

В следующей теореме дан алгоритм восстановле-
ния нечеткой модели испытаний.

Т е о р е м а 3.3. [45] Пусть выполнены условия
теоремы 3.2 и для всех i = 1, . . . ,m

1) если φ(n)
i > 1 + δ(n), то считать ei = 1,

2) если φ(n)
i < 1− δ(n), то считать ei = 0, (14)

3) если |φ(n)
i − 1|6 δ(n),

то продолжить испытания, n = 1, 2, . . . ,

где φ(n)
i = ν(n)

1 + . . . + ν(n)
i−1 + 2ν(n)

i , i = 1, . . . ,m,

δ(n) =
(

2
n ln 1

α

)1/2
, n = 1, 2, . . . , α — верхняя грани-

ца вероятности ошибочных решений 1, 2. Тогда
условие 3 выполняется для п. н. конечного числа
испытаний, и алгоритм (14) восстанавливает
e = 0.e1 . . . em, совпадающее с его истинным зна-
чением с вероятностью > 1−mα .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользовавшись нера-
венством Хефдинга1, оценим вероятности ошибоч-
ных решений 1) Pr(n)(φ(n)

i > 1 + δ(n) | f (n)
i < 1) 6

Pr(n)(φ(n)
i −f (n)

i > δ(n) | f (n)
i < 1) 6 exp(−n(δ(n))2/2) = α ,

2) Pr(n)(φ(n)
i < 1 − δ(n) | f (n)

i > 1) 6 Pr(n)(φ(n)
i −

− f (n)
i < −δ(n) | f (n)

i > 1) 6 exp(−n(δ(n))2/2) = α ,
и при заданной их верхней границе α опре-
делим δ(n) = ( 2

n ln 1
α )1/2 , n = 1, 2, . . . . Покажем,

что условие 3 продолжения испытаний выполняет-
ся для п. н. конечного их числа. Согласно усло-
виям теоремы 3.2, так как либо ∀ s f s

i < 1,
либо ∀ s f s

i > 1, то ∃ ε > 0 min
16i6m
16s6k

|f s
i − 1| >

> 2ε ⇒ min
16i6m

|f (n)
i − 1| = min

16i6m

k∑
s=1

ns
n |f

s
i − 1| > 2ε ⇒

Pr(n)(|φ(n)
i − 1| 6 δ(n)

∣∣ |f (n)
i − 1| > ε) 6 2 exp(−nε2/2),

n = 1, 2, . . . ⇒
∞∑

n=1
Pr(n)(|φ(n)

i − 1|6 δ(n)) < ∞, т. е. со-

гласно лемме Бореля–Кантелли условие 3 выполня-
ется для п. н. конечного числа испытаний. �

З а м е ч а н и е 3.2. Первые публикации по п. 3 —
[31, 35, 45], где приведены математические методы
и адаптивные алгоритмы, с гарантированной точ-
ностью восстанавливающие Pr-измеримую возмож-
ность, причем и в том случае, когда вероятность
изменяется от испытания к испытанию, оставаясь
в пределах некоторого класса нечетко эквивалент-
ных вероятностей. В [43, 44] рассмотрены интер-
вальные методы эмпирического восстановления воз-
можности как верхней вероятности.

1 Лемма Хефдинга [58]. Если случайные величины ξ1, . . . , ξn взаимно независимы и Pr(ak 6 ξk 6 bk) = 1,

k = 1, . . . ,n , то ∀ ε > 0 Pr(ζn − Eζn > nε) 6 exp(−2n2ε2/
n∑

i=1
(bi − ai)

2) , где ζn = ξ1 + . . . + ξn .
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4. Математические основы теории
возможностей

4.1. p- и n-интегралы, P- и N-меры

Обозначим L(X) , L̂(X) классы функций g(·) :
X → L , ĝ(·) : X → L̂ с бинарными операциями

(g1 ∗ g2)(x) def= g1(x) ∗ g2(x) , x ∈ X , (ĝ1 ∗̂ ĝ2)(x) def=
ĝ1(x) ∗̂ ĝ2(x) , x ∈ X , где ∗ и ∗̂ — любые из операций
+ , × и +̂ , ×̂ . Далее L(X) и L̂(X) суть классы
всех функций X → [0, 1] с операциями + , × и +̂ ,
×̂ и отношениями 6 и 6̂ , X — произвольное
множество, P(X) — класс всех его подмножеств.

О п р е д е л е н и е 4.1. Определим p- и n-ин-
тегралы как функции p(·) : L(X) → L и n(·) :
L̂(X) → L̂ ,
• однородные: ∀a ∈ L ∀ g(·) : X → L
p((a × g)(·)) = a × p(g(·)) , ∀ â ∈ L̂ ∀ ĝ(·) : X → L̂
n((â ×̂ ĝ)(·)) = â ×̂ n(ĝ(·)) ,
• вполне аддитивные: ∀ gj(·) : X → L, j ∈ J ,
p((+

j∈J
gj)(·)) = +

j∈J
p(gj(·)) ∀ ĝj(·) : X → L̂, j ∈ J ,

n((+̂
j∈J

ĝj)(·)) = +̂
j∈J

n(ĝj(·)) , где J — произвольное мно-

жество индексов.

Определим меры P(·) : P(X) → L и N(·) :

P(X) → L̂ равенствами: ∀E ∈ P(X) P(E) def= p(χE(·))
и N(E) def= n(χ̂E(·)) , где χE(x) = 1, x ∈ E , χE(x) = 0,
x ̸∈ E, x ∈ X , χ̂E(·) = θ ◦ χX\E(·) = χE(·) , θ(·) ∈Θ .

Т е о р е м а 4.1. ∀ p(·) : L(X) →L ∃ s(·) : X →L
∀ g(·) : X →L

p(g(·)) = sup
x∈X

min{s(x), g(x)} ≡

≡ +
x∈X

(s(x)× g(x))
def
= ps(g(·)), (15)

∀n(·) : L̂(X) → L̂ ∃ ŝ(·) : X → L̂ ∀ ĝ(·) : X → L̂

n(ĝ(·)) = inf
x∈X

max{ŝ(x), ĝ(x)} ≡

≡ +̂
x∈X

(ŝ(x)×̂ĝ(x))
def
= nŝ(ĝ(·)), (16)

где s(x) = ps(χ{x}(·)) = Ps({x}), ŝ(x) =
= nŝ(χ̂X\{x}(·)) = Nŝ(X \ {x}), x ∈ X, суть распре-
деления Ps, Nŝ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любых функций g(·) :
X → L, ĝ(·) : X → L̂ имеют место «интегральные
представления»:

g(x) = sup
y∈X

min{g(y),χ{y}(x)} ≡

≡ +
y∈X

(g(y)×χ{y}(x)) = pχ{·}(x)(g(·)), x ∈ X,

ĝ(x) = inf
y∈X

max{ĝ(y), χ̂X\{y}(x)} ≡

≡ +̂
y∈X

(ĝ(y)×̂χ̂X\{y}(x)) = nχ̂X\{·}(x)(ĝ(·)), x ∈ X,

и в силу однородности и полной аддитивности p-
и n-интегралов p(g(·)) = +

y∈X
(g(y) × p(χ{y}(·))) ≡

≡ +
y∈X

(g(y) × s(y)) def= ps(g(·)), где s(y) = p(χ{y}(·)) =

= ps(χ{y}(·))
def= Ps({y}) , y ∈ X ; n(ĝ(·)) = +̂

y∈X
(ĝ(y) ×̂

×̂ n(χ̂X\{y}(·))) ≡ +̂
y∈X

(ĝ(y) × ŝ(y)) def= nŝ(ĝ(·)), где

ŝ(y) = n(χ̂X\{y}(·)) = nŝ(χ̂X\{y}(·))
def= Nŝ(X \ {y}) ,

y ∈ X . �
З а м е ч а н и е 4.1. Если в теореме 4.1 L → γL ,

то ps(g(·)) → pγ◦s(γ ◦ g(·)) = γ(ps(g(·))) и, соглас-
но принципу относительности, интегралы ps(g(·))
и pγ◦s(γ ◦ g(·)) взаимно эквивалентны. Если же,
следуя определению 4.1, рассматривать интеграл
ps(·) как функцию L(X) → L , то его пребразо-
вание как функции при неизменном аргументе
g(·) ∈ L(X) : ps(g(·)) → γ∗ps(g(·)) = γ(ps(γ

−1◦g(·))) =
= pγ◦s(g(·)) .

С л е д с т в и е 4.1 .
• Эвристические определения (5) и (8) следуют
из определения 4.1: ∀E ∈ P(X)

P(E) = ps(χE(·)) def
= Ps(E) = +

x∈E
s(x),

N(E) = nŝ(χ̂E(·)) def
= Nŝ(E) = +̂

x∈X\E
ŝ(x).

(17)

• p- и n-интегралы (15) и (16) суть интегралы
Лебега и Сугено [6] относительно мер P (5)
и N (8) [28, 51].
• Меры Ps и Nŝ (17) вполне аддитивны:

Ps(
∪
j∈J

Ej)
def
= ps(χ∪

j∈J
Ej
(·)) ≡ ps((+

j∈J
χEj

)(·)) = +
j∈J

Ps(Ej) ,

Nŝ(
∩
j∈J

Ej)
def
= nŝ(χ̂∩

j∈J
Ej
(·)) ≡ nŝ((+̂

j∈J
χ̂Ej

)(·)) = +̂
j∈J

Nŝ(Ej) ,

где J — произвольное множество индексов, и

• полунепрерывны: если A =
∞∪

N=1

∩
n>N

An =

=
∞∩

N=1

∪
n>N

An
def
= lim

n→∞
An , то Ps(A) 6 sup

N
inf
n>N

Ps(An) =

= lim inf
n→∞

Ps(An) (полунепрерывны снизу),

Nŝ(A) > inf
N

sup
n>N

Nŝ(An) = lim sup
n→∞

Nŝ(An) (по-

лунепрерывны сверху); причем если A= X,
то 1 = Ps(X) = lim

n→∞
Ps(An) , если A= ∅,

то 0 = Nŝ(∅) = lim
n→∞

Nŝ(An) .

Соответствия между классами нечетко
эквивалентных математических ожиданий

и классами взаимно эквивалентных
p- и n-интегралов

Обозначим: pA(g·) = +
i : ωi∈A

(pi × gi) = +
i : ωi∈Ω

(pi ×
× gi × χA,i) p-интеграл по множеству A ⊂ Ω =
= {ω1,ω2, . . .} , где pi = P({ωi}) , gi = g(ωi) ,
χA,i = 1, ωi ∈ A, χA,i = 0, ωi ∈ Ω \ A, ωi ∈ Ω ;
EA(f·) =

∑
i : ωi∈A

pri · fi =
∑

i : ωi∈Ω

pri · fi · χA,i — матема-

тическое ожидание на множестве A ∈ Ω случай-
ной величины f (·) : Ω → [0,∞) , где fi = f (ωi) ,
pri = Pr({ωi}) , ωi ∈ Ω . Пусть ui = pi × gi ,
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vi = pri · fi , i = 1, 2, . . . , и подобно (2), (1)
1 = u1 > u2 > . . . > 0, v > v1 > v2 > . . . > 0,

v =
∞∑
i=1

vi < ∞ , p — класс p-интегралов pA(·) ,

A ⊂ Ω , E — класс математических ожиданий
EA(·) , A ⊂ Ω , e = 0,e1e2 . . . ∈ (0, 1) — двоич-
ное число, определяющее конкретную упорядо-
ченность: ei = 1, если ui > ui+1 , ei = 0, если
ui = ui+1 , i = 1, 2, . . . , p(e) — класс взаимно эк-
вивалентных p-интегралов (см. замечание 4.1),
p =

∪
e∈(0,1)

p(e) , p(e) ∩ p(e′) = ∅ , e ̸= e′ . Определим

классы Pi(Ω) ⊂ P(Ω) , i = 1, 2, . . . , подмножеств
P(Ω) : P1(Ω) = {A ∈ P(Ω), ω1 ∈ A} , ∀A ∈ P1(Ω)
pA(g·) = u1 = 1, EA(f·) ∈ [v1, v] = ∆1 , где ∆1 —
минимальный по включению интервал, содержа-
щий EA(f·) , P2(Ω) = {A ∈ P(Ω), ω1 ̸∈ A, ω2 ∈ A} ,
∀A ∈ P2(Ω) pA(g·) = u2 , EA(f·) ∈ [v2, v − v1] = ∆2 ,
где ∆2 — минимальный по включению ин-
тервал, содержащий EA(f·) , . . . , Pi(Ω) = {A ∈
∈ P(Ω), ω1 ̸∈ A, . . . ,ωi−1 ̸∈ A,ωi ∈ A} , ∀A ∈ Pi(Ω)
pA(g·) = ui , EA(f·) ∈ [vi, v − (v1 + . . . + vi−1)] = ∆i ,
где ∆i — минимальный интервал, содержа-
щий значения EA(f·) , i = 3, 4, . . . ; очевидно,
что P(Ω) = P1(Ω) ∪ P2(Ω) ∪ . . . ∪ Pi(Ω) ∪ . . . ,
Pi(Ω)∩Pj(Ω) = ∅ , i ̸= j .

Определим функцию γe(·) : [0, v] → [0, 1] , непре-
рывную на (0, v] , γe(0) = 0, γe(v) = 1, монотонную,
удовлетворяющую условиям: γe(a) = ui , a ∈ ∆i ,
i = 1, 2, . . . , причем так, чтобы

ei = 1 ⇔ ui > ui+1 ⇔∆i ∩∆i+1 = ∅⇔
⇔ v1 + . . . + vi−1 + 2vi > v,

ei = 0 ⇔ ui = ui+1 ⇔∆i ∩∆i+1 ̸= ∅⇔
⇔ v1 + . . . + vi−1 + 2vi 6 v, i = 1, 2, . . .

(∗)

Так опреденная функция γe(·) устанавливает одно-
значное соответствие между классом p(e) эквива-
лентных p-интегралов и классом E(e) нечетко эк-
вивалентных математических ожиданий, e ∈ (0, 1) ,
а именно, согласно (∗) ∃ γe(·) : [0, v] → [0, 1]
∀A⊂ Ω

pA(g·) = +
i : ωi∈A

(pi × gi) = γe

( ∑
i : ωi∈A

pri · fi

)
=

= γe(EA(f·)). (18)

В частности, если A = {ωi} , то, согласно
(18), pi × gi = γe(pri · fi) и +

i : ωi∈A
(γe(pri · fi)) =

= γe(
∑

i : ωi∈A
pri · fi) , а как следствие получим равен-

ства (10): если g(ωi) = f (ωi) = χA,i , i = 1, 2, . . . , —
индикатор A = {ωi1

, ωi2
, . . .} , ui1

> ui2
> . . . ,

vi1
> vi2

> . . . , ui1
= pi1

, ui2
= pi2

, . . . , vi1
= pri1

,
vi2

= pri2
, . . . , то, согласно (18), pA(g·) = P(A) ,

EA(f·) = Pr(A) , P(A) = γe(Pr(A)) , A⊂Ω .
Обозначим nA(ĝ·) = +

i : ωi∈Ω
(p̂i ×̂ ĝi ×̂ χ̂A,i) =

= +̂
i : ωi∈Ω\A

(p̂i ×̂ ĝi) n-интеграл по A, где

p̂i = ni = θ(pi) , ĝi = θ(gi) (см. замеча-
ние 1.1), χ̂A,i = χA,i . Так как nA(ĝ·) =

= +̂
i : ωi∈Ω\A

ûi = θ
(

+
i : ωi∈Ω\A

ui

)
= θ(pΩ\A(g·)) , где

ûi = p̂i ×̂ ĝi = θ(pi × gi) = θ(ui) , i = 1, 2, . . . , то
функция θe(·) = θ ◦ γe(·) : [0, v] → [0, 1] , согласно
(18), определяет взаимно однозначное соответствие:
∀A⊂ Ω nA(ĝ·) = θe(

∑
i : ωi∈Ω\A

prifi) = θe(EΩ\A(f·)) меж-

ду классом n(e) взаимно эквивалентных n-интегра-
лов и классом E(e) взаимно нечетко эквивалентных
математических ожиданий, e ∈ (0, 1) .

З а м е ч а н и е 4.2. Первые публикации
по п. 4.1 — [19, 28, 66], где, в отличие от [6, 15],
интегралы определены как интегралы Лебега, но,
как показано в [51], им эквивалентны. Работы, в ко-
торых рассмотрены связи между математическим
ожиданием и p-, n-интегралами, автору неизвестны.

4.2. Нечеткий элемент, нечеткое множество

Нечеткий элемент (нч. э.) η определим
как канонический1 для нечеткого простран-
ства (Y ,P(Y ),PY ,NY ) , задав распределения воз-
можностей gη(y) = PY ({y}) def= Pη(η = y) и необхо-

димостей ĝη(y) = NY (Y \ {y}) def= Nη(η ̸= y) , y ∈Y ,
его значений, поскольку, согласно (17), ∀B ∈ P(Y )

PY (B) def= Pη(η ∈ B) = pgη(χB(·)) = +
y∈B

gη(y),

NY (B) def= Nη(η ∈ B) = nĝη(χ̂B(·)) = +̂
y∈Y\B

ĝ η(y),
(19)

где χ̂B(·) = θ ◦ χY\B(·) , и согласно (15) и (16) p-
и n-интегралы pgη и nĝη относительно мер PY
и NY суть pgη(f (·)) = +

y∈Y
(gη(y) × f (y)) , f (·) ∈ L(Y ) ,

nĝη(f̂ (·)) = +̂
y∈Y

(ĝη(y) ×̂ f̂ (y)) , f̂ (·) ∈ L̂(Y ) .

Нечетким множеством2 (нч. м.), определенным
на (Y ,P(Y ),PY ,NY ) , со значениями в P(X) , назовем
образ Aη нч. э. η при многозначном отображении
A· : Y →P(X) . Одной из основных характеристик Aη

являются его индикаторные функции одноточечного
покрытия (и. ф. о. п.)

gAη

(x) def= Pη(x ∈ Aη) ≡ Pη(η ∈ Ax), gAη

(·) ∈ L(X),

ĝAη

(x) def= Nη(x ∈ Aη) ≡ Nη(η ∈ Ax), ĝAη

(·) ∈ L̂(X),
(20)

1 Нч. э. η со значениями в (Y ,P(Y )) , определяющий PY и NY в (19), называется каноническим для
(Y ,P(Y ),PY ,NY ) = (Y ,P(Y ),Pη,Nη) , последнее называется его моделью. Нч. э. — аналог случайного элемента в теории
вероятностей.

2 Нч. м. — аналог случайного множества в теории вероятностей и альтернатива нч. м. в теории возможностей
Заде [2, 12].
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определяющие возможность и необходимость по-
крытия x ∈ X нч. м. Aη ; в (20) A· : X → P(Y ) ,

Ax
def= {y ∈Y , x ∈ Ay} , x ∈ X, — отображение, обрат-

ное Ay, y ∈Y [51].
Поскольку (A∪B)· = (A·∪B·) , (A∪B)· = (A·∪B·) ,

то, как и для функций принадлежности За-
де [2], g(A∪B)η(x) = gAη∪Bη

(x) = Pη(η ∈ Ax ∪ Bx) =
= Pη(η ∈ Ax) + Pη(η ∈ Bx) = gAη

(x) + gBη

(x) , x ∈ X,
но g(A∩B)η(x) = gAη∩Bη

(x) = Pη(η∈Ax ∩ Bx) 6 Pη(η ∈
∈ Ax) × Pη(η ∈ Bx) = gAη

(x) × gBη

(x) , x ∈ X, в то
время как в [2] в этом случае постулируется ра-
венство. Если A· ⊂ B· , то, как нетрудно убедить-
ся, gAη

(x) 6 gBη

(x) , x ∈ X, но из этих неравенств
не следует, что A· ⊂ B· , как это постулируется
в [2, 12]. Наконец, и. ф. о. п. gX\Aη

(·) не опреде-
ляется и. ф. о. п. gAη

(·) , как это постулируется для
функций принадлежности нч. м. X\Aη и Aη в [2, 12],
где следствием этого являются, вообще говоря, нера-
венства (X \Aη)∪Aη ̸= X, (X \Aη)∩Aη ̸= ∅ . В данном
случае, разумеется, gX\Aη

(x) + gAη

(x) = 1, x ∈ X .

4.2.1. Независимость нечетких множеств
и нечетких элементов

Пусть A·
i : Y →P(Xi) , i = 1, . . . ,n , — многознач-

ные отображения, qj(·) : Y → X′
j , j = 1, . . . ,m , —

функции и для простоты Pη(·) и Nη(·) дуально
согласованы; случай произвольных Pη(·) и Nη(·)
см. в [51].

О п р е д е л е н и е 4.2. Нч. м. Aη
i , i = 1, . . . ,n ,

и нч. э. ξj = qj(η), j = 1, . . . ,m, назовем
• взаимно независимыми, если ∀Ai ∈ P(Xi) , i =
= 1, . . . ,n , и A′

j ∈ P(X′
j ) , j = 1, . . . ,m , Pη

(
Aη

1∩A1 = ∅,
Aη

1 ̸= ∅ & Aη
2 ∩ A2 ̸= ∅ & . . . & Aη

n ∩ An = ∅, Aη
n ̸= ∅

& ξ1 ∈ A′
1 & . . . & ξm ∈ A′

m
)

= min
{
Pη
(
Aη

1 ∩ A1 = ∅,
Aη

1 ̸= ∅
)
, Pη

(
Aη

2 ∩ A2 ̸= ∅
)
, . . . ,Pη

(
Aη

n ∩ An = ∅,
Aη

n ̸= ∅
)
, Pη(ξ1 ∈ A′

1), . . . ,P
η(ξm ∈ A′

m)
}

при любых
(непротиворечивых) комбинациях «= ∅», « ̸= ∅»;
• взаимно независимыми в смысле одноточечного
покрытия, если ∀ xi ∈ Xi , i = 1, 2, . . . ,n , и x′

j ∈ X′
j ,

j = 1, . . . ,m ,

Pη
(
x1 ∈ Aη

1 & x2 /∈ Aη
2 & . . . & xn ∈ Aη

n & ξ1 =

= x′
1 & . . . & ξm = x′

m
)
=

= min
{
gAη

1(x1), gX2\Aη
2(x2), . . . , gAη

n(xn),

gξ1(x′
1), . . . , g

ξm(x′
m)
}
, (21)

или, что в силу дуальной согласованности P
и N эквивалентно (21), Nη(x1 ̸∈ Aη

1∨ x2 ∈
∈ Aη

2 ∨ . . . ∨ xn ̸∈ Aη
n∨ ξ1 ̸= x′

1 ∨ . . . ∨ ξm ̸= x′
m) =

= max
{
ĝX1\Aη

1(x1), ĝAη
2(x2), . . . , ĝXn\Aη

n(xn), ĝξ1(x′
1), . . .

. . . , ĝξm(x′
m)
}
, где ĝAη

i (xi) = Nη(xi ∈ Aη
i ) , ĝξj(x′

j) =
= Nη(ξj ̸= x′

j) , xi ∈ Xi , i = 1, . . . ,n , x′
j ∈ X′

j ,
j = 1, . . . ,m , для любых комбинаций «∈» и « /∈».
Взаимно независимые нч. м. и нч. э. взаимно неза-
висимы и в смысле одноточечного покрытия.

Если в (21) только нч. э., то (21) определит
взаимную независимость нч. э.

Если zi(·) : Xi → Zi, i = 1, . . . ,n, — произволь-
ные функции и нч. э. ξi, i = 1, . . . ,n, взаимно
независимы, то, как нетрудно проверить, взаим-
но независимы и нч. э. ζi = zi(ξi), i = 1, . . . ,n,
и ∀ zi ∈ Zi, i = 1, . . . ,n, gζ1,...,ζn(z1, . . . , zn) =

= sup
{

min
16j6n

gξj(xj)|xi ∈ Xi, zi(xi) = zi, i = 1, . . . ,n
}

=

= min
16i6n

sup{gξi(xi) | xi ∈ Xi, zi(xi) = zi} = min
16i6n

gζi(zi),

где gζi(zi) = sup{gξi(xi) | xi ∈ Xi, zi(xi) = zi}, zi ∈ Zi,
i = 1, . . . ,n.

Если нч. э. η1, . . . , ηn взаимно независимы,
то нч. м. Aη1

1 , . . . ,Aηn
n взаимно независимы при лю-

бых отображениях A·
i : Yi → P(Xi) , i = 1, . . . ,n,

и для любой функции q(·) : Yi → Xi и любого
отображения A· : Yj →P(Xj) нч. э. ξ = q(ηi) и нч. м.
Aηi , i ̸= j, независимы.

В случае произвольных Pξ и Nξ , если gξ(·) :
X →L , ĝξ(·) : X → L̂ суть распределения возможно-
стей и необходимостей значений ξ , A· : Y → P(X) ,
нч. м. Aη и нч. э. ξ независимы в смысле одното-
чечного покрытия, то возможность и необходимость
покрытия нч. э. ξ нч. м. Aη

Pξ(ξ ∈ Aη) = pgξ(gAη

(·)) = +
x∈X

(gξ(x)× gAη

(x)),

Nξ(ξ ∈ Aη) = nĝξ(ĝAη

(·)) = +̂
x∈X

(ĝξ(x)×̂ĝAη

(x)).
(22)

4.2.2. Условные и переходные возможность
и необходимость

О п р е д е л е н и е 4.3. Вариантом условного
(со значениями в шкале L) распределения воз-
можностей равенств ξ1 = x1 , x1 ∈ X1 , при условии
ξ2 = x2 , назовем любое решение gξ1|ξ2(x1|x2) урав-
нения

min
{
gξ1|ξ2(x1 | x2), gξ2(x2)

}
= gξ1,ξ2(x1, x2),

x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, (23)

где

gξ2(x2) = sup{gξ1,ξ2(x1, x2) | x1 ∈ X1}, x2 ∈ X2. (24)

Вариантом условного (со значениями в шкале L̂)
распределения необходимостей неравенств ξ1 ̸= x1 ,
x1 ∈ X1 , при условии1 ξ2 = x2 , назовем любое реше-
ние ĝ ξ1|ξ2(x1|x2) уравнения

ĝ ξ1,ξ2(x1, x2) = max
{
ĝ ξ1|ξ2(x1 | x2), ĝ ξ2(x2)

}
,

x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, (25)

где ĝ ξ2(x2) = inf{ĝ ξ1,ξ2(x1, x2) | x1 ∈ X1} , x2 ∈ X2 .

Поскольку в (23), (24) gξ2(x2) > gξ1,ξ2(x1, x2) ,
x1 ∈ X1 , x2 ∈ X2, уравнение (23) разрешимо от-
носительно gξ1|ξ2(x1|x2) . Любой вариант условного,
при условии ξ2 = x2 , распределения возможностей

1 Неравенство (ξ1, ξ2) ̸= (x1, x2) , необходимость которого слева в (25), верно, когда либо ξ1 ̸= x1 , если ξ2 = x2 ,
либо ξ2 ̸= x2 .
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значений ξ1 можно определить равенством

gξ1|ξ2(x1|x2) =


gξ1,ξ2(x1, x2),

если gξ1,ξ2(x1, x2) < gξ2(x2),

f (gξ1,ξ2(x1, x2)),

если gξ1,ξ2(x1, x2) = gξ2(x2),

x1 ∈ X1, x2 ∈ X2,

(26)

где f (·) : L→L — произвольная функция такая, что
f (a) > a , a ∈ [0, 1] .

Заметим, однако, что при некоторых x2 ∈ X2

среди вариантов (26) условного распределения
gξ1|ξ2(·|x2) может и не быть распределения
условной возможности, определенной как реше-
ние Pξ1|ξ2(ξ1 = x1|ξ2 = x2) уравнения Pξ1,ξ2(ξ1 = x1,
ξ2 = x2) = min{Pξ1|ξ2(ξ1 = x1|ξ2 = x2), Pξ2(ξ2 = x2)} ,
в котором Pξ2(ξ2 = x2) = sup

x1∈X1

Pξ1,ξ2(ξ1 = x1, ξ2 = x2) .

Действительно, если в (24) при некотором
x2 ∈ X2 точная верхняя грань не достигается,
то gξ1,ξ2(x1, x2) < gξ2(x2) , x1 ∈ X1, и, следовательно,
в (23) (см. (26))

min
{
gξ1|ξ2(x1|x2), gξ2(x2)

}
=

= gξ1|ξ2(x1|x2) = gξ1,ξ2(x1, x2). (27)

Если при этом gξ2(x2) < 1, то, согласно (24), (27),
sup
x1∈X1

gξ1|ξ2(x1|x2) = gξ2(x2) < 1, т. е. gξ1|ξ2(·|x2) :

X1 → L2 не есть распределение условной возмож-
ности значений нч. э. ξ1 .

Подобное замечание касается и условного рас-
пределения необходимостей в (25). Эта пробле-
ма не возникает, если решение (26) рассматри-
вать в субъективной шкале значений возможности,
определенной м.-и., в которой событие ξ2 = x2 до-
стоверно [77].

Эти замечания, а также тот факт, что для
определения условных распределений необходимо
знать совместные распределения, объясняют, почему
естественнее использовать переходные возможность,
необходимость и их распределения.

О п р е д е л е н и е 4.4. Переходной возможностью
(необходимостью) для (X,P(X)) и (D,P(D)) на-
зывается любое отображение P(·|·) : P(D) × X →L
(N(·|·) : P(D)×X → L̂) такое, что при каждом x ∈ X
P(·|x) : P(D) → L(N(·|x) : P(D) → L̂) есть возмож-
ность (необходимость) на (D,P(D)) [51, 2007 г.].

Л е м м а 4.1. Пусть PX(·) : P(X) → L (NX(·) :
P(X) → L̂) — возможность (необходимость)
на (X,P(X)), gξ(·) : X →L (ĝξ(·) : X → L̂) —
ее распределение и πδ|ξ(·|x) : D →L (π̂δ|ξ(·|x) :
D → L̂) — распределение переходной возмож-
ности P(·|x) : P(D) → L (переходной необ-
ходимости N(·|x) : P(D) → L̂), x ∈ X. То-
гда gξ,δ(x,d) = min{πδ|ξ(d|x), gξ(x)} (ĝξ,δ(x,d) =
= max{π̂δ|ξ(d|x), ĝξ(x)}), x ∈ X, d ∈ D, — рас-
пределение возможности P(·) : P(X × D) →

→ L, P(C) = sup(x,d)∈C gξ,δ(x,d) (необходимости
N(·) : P(X × D) → L̂ , N(C) = inf

(x,d)∈(X×D)\C
ĝξ,δ(x,d)),

C ∈ P(X ×D).

З а м е ч а н и е 4.3. Первые публикации по п. 4 —
[24, 69]. Нч. э. вводится так же, как, например,
в [16]. Автору неизвестны публикации, в которых
нч. м. определяется [28] как многозначное отобра-
жение, и публикации, в которых рассматриваются
связи между p-, n-интегралами и математическим
ожиданием.

Заключение

В статье показаны принципиальные трудности,
свойственные как интерпретации событийно-частот-
ных наблюдений за эволюционирующим стохастиче-
ским объектом (Э. СТ.О.), так и эмпирическому вос-
становлению его вероятностной модели. В качестве
альтернативной модели вероятностной случайности,
ориентированной на их преодоление, предложена
возможность как мера относительной предопреде-
ленности результатов событийно-частотных наблю-
дений за Э. СТ.О.

Рассмотрены свойства возможности, позволив-
шие интерпретировать событийно-частотные наблю-
дения за Э. СТ.О. и эмпирически восстанавливать
нечеткую модель класса Э.СТ.О., нечетко экви-
валентные вероятностные модели которых не могут
быть восстановлены эмпирически, решать задачи,
типичные для приложений теории вероятностей, мо-
делировать как вероятностную, так и невероятност-
ную случайности, свойственные реальным физиче-
ским, техническим, социальным системам и т. п.

В отличие от вероятностной модели (Ω,P(Ω),Pr)
Э.СТ.О., произвольно эволюционирующей в пре-
делах класса нечетко эквивалентных моделей, его
единственная с точностью до эквивалентности
нечеткая модель (Ω,P(Ω),P,N) позволяет решать
все задачи для любого Э. СТ.О., вероятностная мо-
дель которого эволюционирует в пределах класса
нечетко эквивалентных, которые вероятностными
методами можно решить для неэволюционирующе-
го СТ.О.

Методы решения прикладных задач, рассмотре-
ные в статье «Математическое моделирование фено-
менов случайности и нечеткости в научных иссле-
дованиях. 2. Приложения», основаны на представ-
ленной в данной статье теории мер возможности P ,
необходимости N и p-, n-интегралов и их связях
с вероятностью Pr и с математическим ожиданием
соответственно.
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The possibility theory as a mathematical model of randomness and fuzziness phenomena is considered
in a variant that enables the modeling of both probabilistic randomness, including that inherent in
unpredictably evolving stochastic objects whose probabilistic models cannot be empirically reconstructed
and nonprobabilistic randomness (fuzziness) inherent in real physical, technical, and economical objects,
human–machine and expert systems, etc. Some principal distinctions between the considered variant and
the known possibility theory variants, in particular, in mathematical formalism and its relationship with
probability theory, substantive interpretation, and applications exemplified by solving the problems of
identification and estimation optimization, empirical reconstruction of a fuzzy model for a studied object,
measurement data analysis and interpretation, etc. (in the paper “Mathematical Modeling of Randomness and
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