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Введение

В работе рассмотрены приложения методов мате-
матического моделирования случайности и нечетко-
сти, представленных в [79]. В п. 1.1–1.3 исследова-
ны задачи оптимизации идентификации состояний
неопределенного нечеткого объекта1 (НО.НЧ.О.),
основанной на значениях неопределенного нечеткого
элемента (но. нч. э.), регистрируемых при наблю-
дении за НО.НЧ.О. Сравнению качеств нечеткой
и вероятностной идентификаций посвящено оконча-
ние п. 1.2. В п. 1.4–1.6 исследованы задачи опти-
мизации оценивания характеристик нечеткого объ-
екта (НЧ.О.) исследования по данным наблюдений
за ним. В п. 1.7 исследованы нечеткие задачи разли-
чения гипотез, в п. 1.8 рассмотрен алгоритм после-
довательной идентификации состояний НО.НЧ.О.,
основанной на данных наблюдений за НО.НЧ.О.
«с разных сторон». В разд. 2, посвященном задачам
анализа и интерпретации данных измерительного
эксперимента, рассмотрены элементы теории нечет-
ких измерительно-вычислительных преобразовате-
лей как средств измерения и методы редукции дан-
ных измерений к виду, свойственному измерениям
на идеальном измерительном приборе.

В работе отмечены отличия рассмотренных при-
ложений теории возможностей [79] от известных
аналогов. Далее использованы обозначения, приня-
тые в [79].

1. Оптимальные решения

В качестве примера задач оптимизации реше-
ний рассмотрим задачи идентификации состояния
НО.НЧ.О., который может находиться в одном

из q состояний, определяющих распределения воз-
можностей и необходимостей значений но. нч. э. ξ,
регистрируемых при наблюдении за НО.НЧ.О. и со-
ставляющих эмпирическую основу для принятия
решения о его состоянии.

1.1. Модели НО.НЧ.О. и правил идентификации

В задаче идентификации модель НО.НЧ.О. за-
дана как нечеткое пространство (см. [79]) M(k) =
= (X,P(X),Pξ,κ(·, k),Nξ,κ(·, k)) , зависящее от неиз-
вестного значения k нечеткого элемента κ , опреде-
ляющего состояние НО.НЧ.О.

Обозначим K множество состояний НО.НЧ.О.,
D — множество решений о его состоянии, Λ —
нечеткое множество (нч. м.) на (Y ,P(Y ), Pη,Nη)
со значениями в P(K ×D) , plΛk,d = Pη((k,d) ∈ Λη) ,
nlΛk,d = Nη((k,d) ∈ Λη) , (k,d) ∈ K × D , — его
индикаторные функции одноточечного покрытия
(и. ф. о. п.), значения которых будем интерпретиро-
вать как возможность и как необходимость по-
терь, сопутствующих решению «d» о состоя-
нии НО.НЧ.О., в то время как он находится
в состоянии «k», (k,d) ∈ K × D . Пространство
(Y ,P(Y ),Pη,Nη) , отображение Λ · : Y → P(K × D)
и и. ф. о. п. plΛ·,· : K ×D →L , nlΛ·,· : K ×D → L̂ , опре-
делены субъектом, принимающим решения (с. п. р.)
и осознающим возможные последствия принимае-
мых решений. Тройку (gξ,κ, ĝξ,κ,Λ) назовем моде-
лью идентификации.

В задаче идентификации состояние κ НО.НЧ.О.
и наблюдение ξ за ним определены как па-
ра ξ,κ нч. э., первый из которых наблюда-
ем, а второй — нет, и заданы распределения

1 Неопределенным нечетким назовем объект (элемент), моделью которого является нечеткое пространство (см. за-
мечание 1.1 в [79]), зависящее от неизвестного параметра.
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их значений gξ,κ(·, ·) : X × K → L и ĝξ,κ(·, ·) :
X × K → L̂ , определяющие нечеткую модель
НО.НЧ.О. и характеризующие нечеткую связь
между его состояниями и результатами наблюдений
за ним. Значения gξ,κ(x, k) = Pξ,κ((ξ,κ) = (x, k)

)
и ĝξ,κ(x, k) = Nξ,κ((ξ,κ) ̸= (x, k)

)
, (x, k) ∈ X ×K .

Решение о состоянии НО.НЧ.О. определим
как нч. э. δ со значениями в D , πδ|ξ(·|·) :
D × X → L и π̂δ|ξ(·|·) : D × X → L̂ обозна-
чим распределения переходных возможности Π(·|·) :
P(D)×X →L и необходимости Π̂(·|·) : P(D)×X → L̂ ,

Π(A|x) def= sup
d∈A

πδ|ξ(d|x) , Π̂(A|x) def= inf
d∈D\A

π̂δ|ξ(d|x) ,

A ∈ P(D) , x ∈ X (см. определение 4.4 в [79]); πδ|ξ

и π̂δ|ξ назовем нечеткими правилами решения
δ о состоянии объекта, основанного на наблю-
дении ξ, или нечеткими правилами идентифи-
кации; πδ|ξ(d|x) = Π(δ = d|x) — возможность ре-
шения δ = d , π̂δ|ξ(d|x) = Π̂(δ ̸= d|x) — необходи-
мость его отрицания, ξ = x — результат наблю-
дения за НО.НЧ.О. Пара нч. э. δ,κ и нч. м. Λ
независимы [79, п. 4.3.1] в смысле одноточечного
покрытия.

Замечани е 1.1. Модель НО.НЧ.О. естествен-
но задавать априорными распределениями возмож-
ностей gκ(·) : K → L и необходимостей ĝκ(·) :
K → L̂ его состояний и распределениями переход-
ных возможности gξ|κ(·|k) : X →L и необходимости
ĝξ|κ(·|k) : X → L̂ , k ∈ K. В этом случае согласно
лемме 4.1 в [79]

gξ,κ(x, k) = min
{
gξ|κ(x|k), gκ(k)

}
,

ĝξ,κ(x, k) = max
{
ĝξ|κ(x|k), ĝξ(k)

}
,

x ∈ X, k ∈ K, (1)

где распределения gξ|κ(·|·) и ĝξ|κ(·|·) можно интер-
претировать и как распределения условных возмож-
ности и необходимости [79, п. 4.3.2], ибо в данном
случае равенства (1) при заданных левых частях
определяют распределения условных возможно-
стей равенств ξ = x и небходимостей неравенств
ξ ̸= x , при условии κ = k , как решения уравнений
(1) относительно gξ|κ(x|k) и ĝξ|κ(x|k) , где в таком
случае gκ(k) = sup

x∈X
gξ,κ(x, k) , ĝκ(k) = inf

x∈X
ĝξ,κ(x, k) ,

x ∈ X , k ∈ K .

1.2. Минимизация возможности (риска) потерь

Согласно лемме 4.1. в [79], gδ,ξ,κ(d, x, k) =
= min

{
πδ|ξ(d|x), gξ,κ(x, k)

}
— возможность того, что

(δ, ξ,κ) = (d, x, k) , т. е. что НО.НЧ.О. в состоянии
κ = k ∈ K, ξ = x ∈ X — результат наблюдения
за ним и принято решение δ = d ∈ D о его состоя-
нии. Соответственно gκ,δ(k,d) = sup

x∈X
gδ,ξ,κ(d, x, k) —

возможность того, что НО.НЧ.О. в состоянии
κ = k и принято решение δ = d о его состоянии,

а так как нч. м. Λ и нч. э. (κ, δ) независимы,
то min

{
plΛk,d, g

κ,δ(k,d)
}

— возможность такой си-
туации и свойственных ей потерь. Поэтому воз-
можность потерь , характеризующая качество
правила решения πδ|ξ,

PLΛ(πδ|ξ) =

= sup
x∈X

max
k∈K, d∈D

min
{
plΛk,d,π

δ|ξ(d|x), gξ,κ(x, k)
}

=

= ps(πδ|ξ)(pl
Λ
·,·), (2)

где sk,d(π
δ|ξ) = sup

x∈X
min

{
πδ|ξ(d|x), gξ,κ(x, k)

}
. Опти-

мально, естественно, такое правило π∗δ|ξ, которое
минимизирует возможность потерь (2):

PLΛ(π∗δ|ξ) = min
πδ|ξ

PLΛ(πδ|ξ). (3)

Значение PLΛ(π∗δ|ξ) определяет минимальный риск
потерь, а правило π∗δ|ξ при наблюдении ξ = x опре-
деляет возможность π∗δ|ξ(k|x) решения в пользу
k-го состояния НО.НЧ.О., k ∈ K = {1, . . . , q} .

Заметим, что для принятия решения по правилу
π∗δ|ξ можно использовать рандомизацию [79, п. 2],
позволяющую нечеткое решение принимать как
случайное. Если при ξ = x

1 =
0
π∗δ|ξ(k1|x) >

e1

π∗δ|ξ(k2|x) >
e2

. . . >
eq−1

π∗δ|ξ(kq|x) >
eq

0,

(4)
где двоичное число e = e(x) = 0.e1 . . . eq определяет
упорядоченность в (4) так, что ei = 1 означает «>»,
а ei = 0 означает «=», i = 1, . . . , q (см. п. 2.2
в [79]), и

1 > prδ
′
(k1|x) > . . . > prδ

′
(kq|x) > 0 (5)

— распределение вероятностей значений случайной
величины δ′, prδ

′
(k|x) = Prδ

′
(δ′ = k|x) , k = 1, . . . , q ,

где Prδ
′
(·|x) ∈ Pr(e(x)) , то ∃ γe(x)(·) ∈ Γ̌(Prδ

′
(·|x))

∀ i = 1, . . . , q π∗δ|ξ(ki|x) = γe(x)(pr
δ′(ki|x)) . Поэтому

для принятия решения по правилу π∗δ|ξ при ξ = x
можно «разыграть» случайную величину δ′, распре-
деленную согласно (5), и если «выпадет» δ′ = ki ,
принять решение δ = ki .

Характерно, что в то время как согласно
правилу π∗δ|ξ оптимальное решение «принима-
ется однократно», рандомизация обеспечива-
ет оптимальность случайных решений лишь
в среднем, когда они принимаются многократно
и взаимно независимо. Если ν(n,x)

k — частота
выпадения δ′ = k , где n — число принятий решений,
и γe(x)(ν

(n,x)
k ) п. н.−−−−−−→

n→∞
γe(x)(pr

δ′(k|x)) = π∗δ|ξ(k|x) рав-

номерно по x ∈ X , k = 1, . . . , q , то PLΛ(γe(·)(ν
(n,·)
· )) =

= sup
x∈X,

k∈K, d∈D

min
{
plΛk,d, γe(x)(ν

(n,x)
k ), gξ,κ(x, k)

} п. н.−−−−−−→
n→∞

PLΛ(π∗δ|ξ) .
Далее будет показано, что на самом деле в любом

случае, в том числе и тогда, когда неизвестно1

1 В подобной ситуации в статистической задаче идентификации оптимальное правило принятия решений обычно
оказывается рандомизированным (см., напр., [52]).
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априорное распределение gκ(k) , k = 1, . . . , q , со-
стояний объекта, правило π∗δ|ξ можно вы-
брать «четким», согласно которому π∗δ|ξ(k|x) = 1,
k = k(x) , π∗δ|ξ(k|x) = 0, k ̸= k(x) , k = 1, . . . , q , x ∈ X
(см. замечание 1.2).

Однако если НЧ.О. активен и «конфликтует»
с с. п. р., т. е. выступает как «игрок», интересы
которого противоположны интересам с. п. р., выра-
женным в (3), то в такой (игровой) ситуации среди
оптимальных стратегий, заданных распределениями
возможностей принятия решений «игроками», как
правило, нет четких, и рандомизация принятия
решений «игроками» неизбежна [48, 49, 52].

Рассмотрим задачу (2), (3). Обозначим

PΛ
d (x) = max

16k6q
min

{
plΛk,d, g

ξ,κ(x, k)
}

(6)

возможность потерь, сопутствующих решению δ = d
и наблюдению ξ = x , x ∈ X , d ∈ {1, . . . , q} , и соглас-
но (2), (3), (6) определим оптимальное правило π∗δ|ξ

как решение задачи

PLΛ(πδ|ξ) = sup
x∈X

max
16d6q

min
{
πδ|ξ(d|x),PΛ

d (x)
}
∼ min

πδ|ξ(·|·)
.

(7)

Теор ема 1.1. Пусть K = D = {1, . . . , q}. Для
каждого x ∈ X упорядочим значения PΛ

d (x),
d = 1, . . . , q, в (6) согласно условию

PΛ(x) = min
16d6q

PΛ
d (x) = PΛ

d1
(x) = . . . = PΛ

dt
(x) <

< PΛ
dt+1

(x) 6 . . . 6 PΛ
dq

(x), (8)

где функция d· : {1, . . . , q} → {1, . . . , q} и значе-
ние t зависят от x. Тогда всякое правило π∗δ|ξ,
удовлетворяющее условиям

max
16s6t

π∗δ|ξ(ds|x) = 1, max
t<s6q

π∗δ|ξ(ds|x) = 0, x ∈ X,

(9)
есть решение задачи (7), причем для любого пра-
вила принятия решения πδ|ξ

PLΛ(π∗δ|ξ) = sup
x∈X

PΛ(x) ≡ sup
x∈X

min
16d6q

PΛ
d (x) 6 PLΛ(πδ|ξ).

(10)

Действительно, равенство и неравенство в (10)
суть следствия (6–9).

Замечани е 1.2. Обозначим

D∗(x) =
{
d ∈ {1, . . . , q},

PΛ
d (x) = PΛ(x) = min

d′
PΛ

d′ (x)
}
, x ∈ X. (11)

Тогда условия (8), (9) эквивалентны условиям

max
d∈D∗(x)

π∗δ|ξ(d|x) = 1, max
d∈D\D∗(x)

π∗δ|ξ(d|x) = 0,

d ∈ {1, . . . , q} \D∗(x), x ∈ X. (12)

Поскольку согласно (12) можно выбрать π∗δ|ξ(d|x) =

=

{
1, если d = d∗ ∈ D∗(x),

0, если d ∈ {1, . . . , q} \ {d∗},
x ∈ X, то при

ξ = x в качестве решения можно использовать
значение d∗(x) любой функции d∗(·) : X → D, удо-
влетворяющей условию d∗(x) ∈ D∗(x), x ∈ X. Най-
ти четкое правило d∗(·) можно непосредственно,
решив задачу

PΛ
d∗(x)(x) = min

d∈D
PΛ

d (x), x ∈ X. (13)

Замечани е 1.3. Если K = D = {1, . . . , q} и

plΛk,d = 0, k = d, plΛk,d = 1, k ̸= d, k,d = 1, . . . , q,
(14)

то правая часть (2) определяет возможность
ошибочной идентификации PEΛ(πδ|ξ) , а в (6)
PΛ

d (x) = max
k ̸=d

gξ,κ(x, k) , d = 1, . . . , q, x ∈ X. Поэто-

му в (11) минимум PΛ
d (x) достигается на тех

d ∈ {1, . . . , q}, на которых gξ,κ(x,d) достига-
ет максимума, ибо если gξ,κ(x,d∗(x)) > gξ,κ(x, k) ,
k = 1, . . . , q , то PΛ

d∗(x)(x) 6 PΛ
k (x) , k = 1, . . . , q ,

x ∈ X . В данном случае в (11) для каждого x ∈ X
D∗(x) ⊃ D∗(x) def=

{
k ∈ {1, . . . , q}, gξ,κ(x, k) = gξ(x) =

= max
16k′6q

gξ,κ(x, k′)
}
, где gξ(x) — возможность на-

блюдения ξ = x , x ∈ X . Условимся считать, что
в случае (14) при каждом x ∈ X максимум π∗δ|ξ(·|x) :
{1, . . . , q} → [0, 1], равный единице, достигается
на множестве D∗(x) тех d ∈ D, на которых дости-
гается максимум gξ,κ(x, ·) : {1, . . . , q} → [0, gξ(x)], и
определим π∗δ|ξ(d|x) = 0, d ∈ {1, . . . , q}\D∗(x). Каж-
дое такое правило π∗δ|ξ , минимизирующее возмож-
ность ошибки идентификации PEΛ(πδ|ξ) , называ-
ется правилом максимальной возможности [28];
согласно (10) PEΛ(π∗δ|ξ) = sup

x∈X
max

k̸=d∗(x)
gξ,κ(x, k) , где

d∗(x) ∈ D∗(x) = {d ∈ {1, . . . , q}, gξ,κ(x,d) =

= max
k∈D

gξ,κ(x, k)}, x ∈ X. (15)

Сравнение качеств возможностной и вероятностной
оптимизации

В вероятностной постановке аналогом задачи (2),
(3) является задача на минимум вероятности потерь,
сопутствующих рандомизированному правилу реше-
ния πδ|ξ [52]

PrL(πδ|ξ) =
∫
X

µ(dx)
∑

k∈K, d∈D

pr lk,dπ
δ|ξ(d|x)prξ,κ(x, k) ∼

∼ min
πδ|ξ

, (16)

где pr lk,d — вероятность потерь, сопутствующих
решению d о состоянии НО.СТ.О., когда он в со-
стоянии k , πδ|ξ(d|x) — рандомизированное правило
решения, определенное как переходная вероятность
решения δ = d , если наблюдается ξ = x , prξ,κ(x, k) ,
x ∈ X , — плотность вероятности Prξ,κ(·; k) при
каждом κ = k ∈ K = D . Подобно тому как в за-
даче (2), (3) среди оптимальных нечетких реше-
ний всегда можно выбрать четкое, так и среди
оптимальных рандомизированных решений задачи
(16) всегда можно выбрать решение, определенное
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решающей функцией d(·) : X → D , которую можно
найти, решив для каждого x ∈ X задачу, ср. с (15),

Sd(x) =
∑
k∈D

pr lk,dpr
ξ,κ(x, k) = ED,x(pr l·,d) ∼ min

d∈D
.

(17)
Сравним вероятностное и возможностное реше-

ния, когда подобно (14)

pr lk,d = 0, k = d, pr lk,d = 1, k ̸= d, k,d ∈ D, (18)

соответственно Sd(x) =
∑
k∈K

prξ,κ(x, k) − prξ,κ(x,d) =

= prξ(x) − prξ,κ(x,d) и подобно (15) любое опти-
мальное решение d∗(x) ∈ D∗(x) =

{
d ∈ {1, . . . , q},

Sd(x) = min
k∈D

Sk(x)
}

=
{
d ∈ {1, . . . , q}, prξ,κ(x,d) =

= max
k∈D

prξ,κ(x, k)
}
. Пусть X = {x1, . . . , xm} и для

каждого ξ = x ∈ X возможность Pξ,κ(x, ·) мак-
симально согласована с вероятностью prξ,κ(x, ·) ,
т. е. упорядоченные по убыванию значения

1 =
0

gξ,κ(x, k1) >
e1

gξ,κ(x, k2) >
e2

. . . >
eq−1

gξ,κ(x, kq) >
eq

0

распределения Pξ,κ(x, ·) определяют e = e(x) =
= 0,e1 . . . eq , вероятность prξ,κ(x, ki) , i = 1, . . . , q ,
содержится в классе Pr(e)(x) и gξ,κ(x, ki) = γe ◦
prξ,κ(x, ki) , i = 1, . . . , q , для некоторой, завися-
щей от x , функции γe(·) ∈ Γ̆(prξ,κ(x, ·)) , x ∈ X .
Эта же функция определяет взаимно однозначное
соответствие между классом E(e),x нечетко экви-
валентных математических ожиданий EA,x(pr l·,d) ,
A ⊂ D (см. (17)), где prlk,d , k,d ∈ {1, . . . , q} опре-
делены в (18), и классом p(e),x взаимно экви-
валентных p-интегралов pA,x(pl

Λ
·,d) , A ⊂ D , где

plΛk,d , k,d ∈ {1, . . . , q} определены в (14), а имен-
но подобно (18) в [79] ∀ A ⊂ D pA,x(pl

Λ
·,d) =

= PΛ
A,d(x) = +

k∈A
(plΛk,d × gξ,κ(x, k)) = γe(EA,x(pr l·,d)) =

= γe(
∑
k∈A

pr lk,d · prξ,κ(x, k)) , где PlΛA,d(x)
∣∣∣
A=D

= PlΛd (x)

определено в (6). Следовательно, согласно (15)
D∗(x) = {d ∈ {k1, . . . , kq}, γe ◦ prξ,κ(x,d) = max

16k6q
γe ◦

prξ,κ(x, k)} ⊃ D∗(x) , где D∗(x) = {d ∈ {k1, . . .
. . . , kq}, prξ,κ(x,d) = max

16k6q
prξ,κ(x, k)} — область оп-

тимальных вероятностных решений, т. е. вероят-
ностное решение d∗ оптимально и как возмож-
ностное, но среди оптимальных возможностных
могут быть и неоптимальные как вероятностные
(в случае (14), (18) оптимальные решения сов-
падают). Однако если класс P(e)(x) восстановлен
эмпирически, то в Pr(e)(x) содержатся нечетко-эк-
вивалентные вероятности, причем неизвестно, какая
из них контролировала каждый результат наблюде-
ния. В такой ситуации оптимальность вероятност-
ного решения гарантирована лишь при совпадении
вероятностей: контролировавшей результат наблю-
дения ξ = xj и определившей множество D∗(xj) ,
j = 1, . . . ,m , что, как правило, не выполнено. Опти-
мальные возможностные решения робастны относи-

тельно такого типа ошибок в вероятностной модели
оптимизации и в таких случаях могут оказаться
лучше вероятностных.

1.3. Минимизация необходимости потерь

Согласно лемме 4.1 в [79], ĝδ,ξ,κ(d, x, k) =
= max

{
π̂δ|ξ(d|x), ĝξ,κ(x, k)

}
— необходимость нера-

венства (δ, ξ,κ) ̸= (d, x, k) , (d, x, k) ∈ D × X × K,
и в силу независимости нч. э. (δ, ξ,κ) и нч. м. Λ
необходимость потерь, сопутствующих нечеткому
правилу решения π̂δ|ξ,

NLΛ(π̂δ|ξ) = inf
x∈X

min
k∈K
d∈D

max
{
nlΛk,d, π̂

δ|ξ(d|x), ĝξ,κ(x, k)
}

=

= inf
x∈X

min
16d6q

max
{
π̂δ|ξ(d|x),NΛ

d (x)
}

= nŝ(π̂δ|ξ)(nlΛ·,·),

(19)

где nlΛk,d = N((k,d) ∈ Λ) , π̂δ|ξ(d|x) = N(δ ̸=
= d|x) , ĝξ,κ(x, k) = N((ξ,κ) ̸= (x, k)) , ŝk,d(π̂

δ|ξ) =
= inf

x∈X
max

{
π̂δ|ξ(d|x) , ĝξ,κ(x, k)

}
и

NΛ
d (x) = min

16k6q
max

{
nlΛk,d, ĝ

ξ,κ(x, k)
}
,

x ∈ X, d ∈ {1, . . . , q}. (20)

Решение задачи NLΛ(π̂δ|ξ
∗ ) = min

π̂δ|ξ(·|·)
NLΛ(π̂δ|ξ)

определения оптимального нечеткого правила иден-
тификации π̂

δ|ξ
∗ приведено в следующей теореме.

Теор ема 1.2. Для каждого ξ = x ∈ X упоря-
дочим значения NΛ

1 (x), . . . ,NΛ
q (x) (20) так, что-

бы NΛ(x) = min
16d6q

NΛ
d (x) = NΛ

i1(x) = . . . = NΛ
it (x) <

< NΛ
it+1

6 . . . 6 NΛ
iq(x), и выберем любое правило

идентификации π̂
δ|ξ
∗ , удовлетворяющее условию

min
16s6t

π̂
δ|ξ
∗ (is|x) = 0. (21)

Тогда для любого правила идентификации π̂δ|ξ

NLΛ(π̂δ|ξ
∗ ) = inf

x∈X
NΛ(x) 6 NLΛ(π̂δ|ξ), где равенство

и неравенство следуют из (19), (20), (21).

Замечани е 1.4. Пусть

D∗(x) =
{
d ∈ {1, . . . , q},
NΛ

d (x) = NΛ(x) = min
d′

NΛ
d′(x)

}
, x ∈ X, (22)

тогда условие min
d∈D∗(x)

π̂
δ|ξ
∗ (d|x) = 0, x ∈ X, эк-

вивалентно (21), а четкое правило иденти-
фикации определяется любой функцией d∗(·) :
X → {1, . . . , q} = D , удовлетворяющей условию
d∗(x) ∈ D∗(x) , x ∈ X, которую можно опре-
делить и непосредственно как решение зада-

чи Ñ LΛ(d(·)) def= inf
x∈X

min
16k6q

max(nlΛk,d(x), ĝ
ξ,κ(x, k)) =

= inf
x∈X

NΛ
d(x)(x) ∼ min

d(·): X→D
, решив для каждого x ∈ X

задачу NΛ
d∗(x)(x) = min

d∈D
NΛ

d (x) .
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Дуальная возможности потерь PL(πδ|ξ) (2) необ-

ходимость потерь NLΛ(πδ|ξ) = θ
(

sup
x∈X

max
16k6q
16d6q

min
{
θ−1 ◦

nlΛk,d,π
δ|ξ(d|x), gξ,κ(x, k)

})
= inf

x∈X
min

16d6q
max

(
θ ◦

πδ|ξ(d|x),NΛ
d (x)

)
, где θ(·) ∈ Θ , Θ — класс

непрерывных, строго монотонных функций θ(·) :
[0, 1] → [0, 1] , θ(0) = 1, θ(1) = 0 (см. замечание 1.1
в [79]), и, в отличие от (20),

NΛ
d (x) = min

16k6q
max

{
nlΛk,d, θ ◦ gξ,κ(x, k)

}
,

x ∈ X, d ∈ {1, . . . , q}. (23)

Решение π
δ|ξ
∗ задачи NLΛ(πδ|ξ) ∼ minπδ|ξ(·|·) дано

в следующей теореме.

Теор ема 1.3. Для каждого x ∈ X упорядо-
чим значения NΛ

1 (x), . . . ,NΛ
q (x) (23) так, что-

бы NΛ(x) = min
16d6q

NΛ
d (x) = NΛ

i1(x) = . . . = NΛ
it (x) <

< NΛ
it+1

(x) 6 . . . 6 NΛ
iq(x), где t = t(x), и выбе-

рем любое правило идентификации π
δ|ξ
∗ , удовле-

творяющее условию max
16s6t

π
δ|ξ
∗ (is|x) = 1. Тогда для

любого правила идентификации πδ|ξ NLΛ(πδ|ξ
∗ ) =

= inf
x∈X

NΛ(x) 6 NLΛ(πδ|ξ). Любое четкое решение

можно задать функцией d(·) : X → {i1, . . . , it(x)}
или найти непосредственно, решив задачу
NΛ

d (x) ∼ min
d

.

Замечани е 1.5. Пусть K = D = {1, . . . , q} ,
но, в отличие от (14), nlΛk,d = 0, d = k ,
nlΛk,d > 0, d ̸= k , k,d = 1, . . . , q . Тогда, соглас-

но (23), NΛ(x) = min
16d6q

NΛ
d (x) = min

16d6q
θ ◦ gξ,κ(x,d) def=

θ ◦ gξ(x) , x ∈ X, d = 1, . . . , q. В этом слу-
чае в (22) D∗(x) =

{
d ∈ {1, . . . , q}, gξ,κ(x,d) =

= max
16k6q

gξ,κ(x, k) def= gξ(x)
}
, x ∈ X, и правило

π
δ|ξ
∗ (максимальной возможности) минимизиру-

ет необходимость ошибки идентификации, ибо

NLΛ(πδ|ξ
∗ ) def= NEΛ(πδ|ξ

∗ ) = inf
x∈X

NΛ(x) = inf
x∈X

θ◦gξ(x) = 0.

1.4. Модели НЧ.О. и правил решения в задачах
оценивания

В задачах оценивания рассматривается
НЧ.О., нечеткая модель которого (X × K ,
P(X × K),Pξ,κ,Nξ,κ) задана распределениями воз-
можностей gξ,κ(·, ·) : X × K → L и необходимостей
ĝξ,κ(·, ·) : X × K → L̂ значений пары нч. э. ξ,κ :
gξ,κ(x, k) и ĝξ,κ(x, k) суть возможность и соот-
ветственно необходимость событий (ξ,κ) = (x, k)
и (ξ,κ) ̸= (x, k) ; нч. э. ξ — наблюдаем, а нч. э.
κ моделирует интересующую м.-и. характеристику
НЧ.О. и ненаблюдаем. Как и в задачах идентифи-
кации, заданы распределения πδ|ξ(·|·) : D × X → L
переходной возможности Π(·|·) : P(D) × X → L

и π̂δ|ξ(·|·) : D × X → L̂ переходной необходимости
Π̂(·|·) : P(D) × X → L̂ для пространств (X,P(X))
и (D,P(D)) , моделирующие нечеткие правила
оценивания значения нч. э. κ значением нч. э. δ ,
и индикаторные функции plΛ(k,d) = Pη((k,d) ∈ Λη) ,
nlΛ(k,d) = Nη((k,d) ∈ Λη) , (k,d) ∈ K × D , нч. м. Λ ,
определенного на (Y ,P(Y ),Pη,Nη) и принимающего
значения в P(K × D) . Их значения plΛ(k,d)
и nlΛ(k,d) суть возможность и соответственно
необходимость потерь, сопутствующих использо-
ванию d ∈ D как характеристики k ∈ K НЧ.О.;
нч. м. Λ и нч. э. (ξ,κ, δ) независимы в смысле
одноточечного покрытия. Далее K и D суть
компактные множества в евклидовом пространстве,
причем K = D.

1.5. Правило оценивания, минимизирующее
возможность потерь

Возможность потерь при оценивании κ согласно
нечеткому правилу πδ|ξ

PLΛ(πδ|ξ) =

= sup
x∈X, d∈D

k∈K

min
{
plΛ(k,d), πδ|ξ(d|x), gξ,κ(x, k)

}
=

= sup
x∈X, d∈D

min
{
πδ|ξ(d|x), PΛ(d, x)

}
, (24)

где

PΛ(d, x) = supk∈K min
{
plΛ(k,d), gξ,κ(x, k)

}
(25)

— возможность потерь при δ = d и ξ = x, x ∈ X,
d ∈ D.

Рассмотрим задачу оценивания как зада-
чу на минимум для возможности потерь (24),
PLΛ(π∗δ|ξ) = minπδ|ξ PLΛ(πδ|ξ), решение π∗δ|ξ которой
определит оптимальное нечеткое правило оцени-
вания.

Теор ема 1.4. Пусть функция PΛ(·, x) : D → L
полунепрерывна снизу при каждом x ∈ X ,
PΛ(x) = min

d∈D
PΛ(d, x) и

D∗(x) = {d ∈ D, PΛ(d, x) = PΛ(x)}, x ∈ X. (26)

Определим нечеткое правило π∗δ|ξ оценивания κ
так, чтобы для каждого x ∈ X

max
d∈D∗(x)

π∗δ|ξ(d|x) = 1, max
d∈D\D∗(x)

π∗δ|ξ(d|x) = 0. (27)

Тогда для любого правила πδ|ξ и любого правила
π∗δ|ξ, удовлетворяющего условиям (27),

sup
d∈D

min
{
PΛ(d, x),π∗δ|ξ(d|x)

}
=

= sup
d∈D∗(x)

min
{
PΛ(d, x),π∗δ|ξ(d|x)

}
= PΛ(x) 6

6 sup
d∈D

min
{
PΛ(d, x),πδ|ξ(d|x)

}
, x ∈ X, (28)

следовательно, PLΛ(π∗δ|ξ) = sup
x∈X

PΛ(x) 6 PLΛ(πδ|ξ),

т. е. любое нечеткое правило π∗δ|ξ оптимально,
а согласно (27) среди них непременно есть четкие.
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Доказательство. Так как функция PΛ(·; x) : D →L
при каждом x ∈ X полунепрерывна снизу на (ком-
пактном) D , то D∗(x) ̸= ∅ , x ∈ X . Согласно усло-
виям (26) и (27) выполнены оба равенства в (28).
Правая часть в (28) равна

max
{

sup
d∈D∗(x)

min
{
PΛ(x),πδ|ξ(d|x)

}
,

sup
d∈D\D∗(x)

min
{
PΛ(d, x),πδ|ξ(d|x)

}}
. (29)

Так как max
d∈D∗(x)

πδ|ξ(d|x) = 1, то значение (29) рав-

но max
{
PΛ(x), sup

d∈D\D∗(x)
min

{
PΛ(d, x) , πδ|ξ(d|x)

}}
>

PΛ(x) , x ∈ X, и выполнено неравенство в (28), со-
гласно которому PLΛ(π∗δ|ξ) = sup

x∈X
PΛ(x) 6 PLΛ(πδ|ξ) .

Замечани е 1.6. Поскольку согласно теореме 1.4
оптимальное правило π∗δ|ξ всегда можно выбрать
четким, т. е. так, чтобы при любом x ∈ X для
некоторого d∗ ∈ D∗(x) π∗δ|ξ(d∗|x) = 1, а для осталь-
ных d ∈ D , d ̸= d∗ π∗δ|ξ(d|x) = 0, то фазификация
правила оценивания не позволяет улучшить его
качество.

Согласно замечанию 1.6 определим четкое пра-
вило оценивания κ как функцию d(·) : X → D, ста-
вящую в соответствие результату наблюдения ξ = x
значение d(x) в качестве оценки κ, а сопутствую-
щую возможность потерь определим выражением

PLΛ(d(·)) = sup
x∈X, k∈K

min
{
plΛ(k,d(x)), gξ,κ(x, k)

}
.

(30)
Оптимальное правило определим как решение d∗(·)
задачи на минимум

PLΛ(d∗(·)) = min
d(·): X→D

PLΛ(d(·)) (31)

для возможности потерь (30), которое можно полу-
чить, решив для каждого x ∈ X задачу

PΛ(d, x) = sup
k∈K

min
{
plΛ(k,d), gξ,κ(x, k)

}
∼ min

d∈D
. (32)

Всякое семейство решений d∗ = d∗(x) , x ∈ X ,
задачи (32) есть решение задачи (31).

Теор ема 1.4∗ . 1. Пусть выполнены усло-
вия теоремы 1.4, d∗(x), x ∈ X, — некото-
рое семейство решений задачи (32), т. е. пусть
d∗(x) ∈ D∗(x), x ∈ X, (см. (26)). Тогда d∗(·) : X →
→ D — четкое правило оценивания, для которого
PLΛ(d∗(·)) = min

d(·): X→D
PLΛ(d(·)) = sup

x∈X
PΛ(x). 2. Пусть

d̂(x), x ∈ X, — любое семейство решений за-
дачи PΛ(d|x) = sup

k∈K
min

{
plΛ(k,d), gκ|ξ(k|x)

}
∼ min

d∈D
,

x ∈ X, где gκ|ξ(k|x), k ∈ K, — произвольный ва-
риант условного при условии ξ = x распределе-
ния κ. Тогда PLΛ(d̂(x), x) = PLΛ(d∗(x), x) = PΛ(x),

x ∈ X, и, следовательно, PLΛ(d̂(·)) = sup
x∈X

PΛ(x) =

= PLΛ
(
d∗(·)

)
.

Доказательство. Первое утверждение следует из
теоремы 1.4. Для доказательства второго утвержде-
ния заметим, что, согласно определению функций
d∗(·) и d̂(·),

PΛ(d∗(x), x) = min
d∈D

PΛ(d, x) 6 PΛ(d̂(x), x), x ∈ X,

(33)
и

PΛ(d̂(x)|x) = min
d∈D

PΛ(d|x) 6 PΛ(d∗(x)|x), x ∈ X. (34)

Так как gξ,κ(x, k) = min
{
gκ|ξ(k|x), gξ(x)

}
,

k ∈ K , x ∈ X , где gξ(x) = sup
k∈K

gξ,κ(x, k) ,

x ∈ X, то соответственно неравенству
(34) PΛ(d̂(x), x) = min

{
PΛ(d̂(x)|x), gξ(x)

}
6

min
{
PΛ(d∗(x)|x), gξ(x)

}
= PΛ(d∗(x), x) , x ∈ X. От-

сюда и из неравенства (33) следуют утвержде-
ния в 2.

Замечани е 1.7. Если K = D и plΛ(k,d) =

= plΛ◦ (k,d) =

{
0, d = k,

1, d ̸= k,
k ∈ K, d ∈ D, то в (25)

PΛ(d, x) = sup
k∈K,
k ̸=d

gξ,κ(x, k) , d ∈ D, x ∈ X, а в качестве

d∗ = d∗(x) можно выбрать любое значение d∗ ∈
{
d ∈

∈ D, gξ,κ(x,d) = gξ(x) = max
k′∈K

gξ,κ(x, k′)
}

⊂ D∗(x) ,

x ∈ X. В этом случае правило d∗(·) , минимизиру-
ющее возможность ошибки оценивания PEΛ(d(·)) ,
назовем правилом максимальной возможности.

1.6. Правило оценивания, минимизирующее
необходимость потерь

Подобно (19), необходимость потерь, сопутству-
ющая правилу оценивания π̂δ|ξ,

NLΛ(π̂δ|ξ) =

= inf
x∈X, k∈K,

d∈D

max
{
nlΛ(k,d), π̂δ|ξ(d|x), ĝξ,κ(x, k)

}
=

= inf
x∈X, d∈D

max
{
π̂δ|ξ(d|x),NΛ(d, x)

}
, (35)

где

NΛ(d, x) = inf
k∈K

max
{
nlΛ(k,d), ĝξ,κ(x, k)

}
,

x ∈ X, d ∈ D. (36)

Задача определения оптимального нечеткого пра-
вила π̂

δ|ξ
∗ оценивания, минимизирующего необхо-

димость потерь, NLΛ(π̂δ|ξ
∗ ) = min

π̂δ|ξ
NLΛ(π̂δ|ξ) , будет

решена, если для каждого x ∈ X известно решение
задачи inf

d∈D
max

{
π̂δ|ξ(d|x),NΛ(d, x)

}
∼ min

π̂δ|ξ
.

Теор ема 1.5. Пусть при каждом x ∈ X функ-
ция NΛ(·, x) : D → L полунепрерывна снизу на
D , NΛ(x) = min

d∈D
NΛ(d, x) и D∗(x) = {d ∈ D,

NΛ(d, x) = NΛ(x)}, x ∈ X.
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Определим нечеткое правило π̂
δ|ξ
∗ оценивания

κ , удовлетворяющее условию min
d∈D∗(x)

π̂
δ|ξ
∗ (d|x) = 0

для каждого x ∈ X . Тогда для любого правила
π̂δ|ξ NLΛ(π̂δ|ξ

∗ ) = inf
x∈X

NΛ(x) 6 NLΛ(π̂δ|ξ), т. е. π̂
δ|ξ
∗ —

оптимальное нечеткое правило оценивания κ .
Любая функция d∗(·) : X → D , удовле-

творяющая условию d∗(x) ∈ D∗(x) , x ∈ X ,
определяет оптимальное четкое правило δ =
= d∗(ξ) оценивания κ : NLΛ(d∗(·)) = inf

x∈X
NΛ(x) 6

NL
Λ
(d(·)) = inf

x∈X,
k∈K

max
{
nlΛ(k,d(x)) , ĝξ,κ(x, k)

}
, где

d(·) : X → D — любое четкое правило δ = d(ξ)
оценивания κ .

Доказательство. Согласно (35), (36) для любого
нечеткого правила оценивания π̂δ|ξ

NLΛ
(
π̂
δ|ξ
∗
)
= inf

x∈X
min

{
inf

d∈D∗(x)
max

{
π̂
δ|ξ
∗ (d|x),NΛ(d, x)

}
,

inf
d∈D\D∗(x)

max
{
π̂
δ|ξ
∗ (d|x),NΛ(d, x)

}}
=

= inf
x∈X

inf
d∈D∗(x)

max
{
π̂
δ|ξ
∗ (d|x), NΛ(d, x)

}
=

= inf
x∈X

NΛ(x) 6 NLΛ
(
π̂δ|ξ);

для любого четкого правила оценивания d(·) : X → D
NLΛ(d∗(·)) = inf

x∈X, k∈K
max

{
nlΛ(k,d∗(x)), ĝξ,κ(x, k)

}
≡

≡ inf
x∈X

NΛ(d∗(x), x) = inf
x∈X

NΛ(x) 6 NL
Λ
(d(·)) =

= inf
x∈X

NΛ(d(x), x) .

Замечани е 1.8. Первые публикации по п. 1.1–
1.6 — [24, 73, 73–75]. Этой теме посвящен цикл
публикаций [26–28, 30, 32–34, 36, 39, 42, 52,
57, 78, 80]. Рассмотренные в п. 1.2, 1.3 критерии
аналогичны приведенным в [20, 25], но, в отличие
от последних, допускают и нечеткие решающие
правила, которые можно принимать как случайные
(см. п. 1.2). Заметим, что в [20, 25] от с. п. р. допол-
нительно требуется указать функцию, связывающую
возможности элементарных потерь и элементарных
событий. В [28, 52] рассмотрены другие модели
идентификации, оптимальные решения в задачах
оценивания, интерпретации данных измерительно-
го эксперимента, в матричных и биматричных иг-
рах [48, 49] и др.

1.7. Задача идентификации как задача различения
гипотез

Рассмотрим задачу идентификации состоя-
ния НО.НЧ.О., в модели M(k) = (X,P(X) ,

Pξ(·; k),Nξ(·; k)) которого параметр k может быть
равен одному из двух равнозначимых значений,
k ∈ {k1, k2} ⊂ K. В задаче различения таких гипотез
нас будут интересовать области в X, попадания
в которые наблюдения ξ = x должны повлечь
либо решение об истинности/ложности одного
из значений k = ki , i = 1, 2, параметра модели
M(k) , контролировавшей наблюдения, либо отказ
от принятия решения о значении k ∈ {k1, k2} .
Рассмотрим инвариантное относительно выбора
шкалы значений возможностей Pξ(·; ki) , i = 1, 2,
семейство Pξ -критических для альтернативы k = ki
областей1

Ψi,λ =
{
x ∈ X, gξ(x; kj)> min

{
λ, gξ(x; ki)

}}
,

λ ∈ (0, 1), i, j ∈ {1, 2}, i ̸= j, (37)

где gξ(·; ki) : X → L — распределение нч. э. ξ , ка-
нонического для M(ki) , i = 1, 2. Попадание в Ψi,λ
значения ξ = x при каждом λ ∈ (0, 1) должно ли-
бо повлечь решение «отклонить значение k = ki »,
либо отказаться от принятия решения. Понятно,
что следует отказаться от принятия решения, если
наблюдение ξ = x попадет в область

Ψλ = Ψi,λ ∩Ψj,λ, i ̸= j, (38)

и отклонить альтернативу k = ki , если ξ = x попадет
в область

Ψi,λ\Ψλ = Ψi,λ\Ψj,λ ≡ X\Ψj,λ =

=
{
x ∈ X, gξ(x, ki) 6 min

{
λ, gξ(x; kj)

}}
, (39)

которая является областью принятия2 альтернативы
k = kj .

Определим возможность p−
i,λ ошибочного реше-

ния «принять альтернативу k = ki » как возможность

p−
i,λ = Pξ(ξ ∈Ψj,λ \Ψλ; kj) =

= sup
{
gξ(x; kj) | x∈X, gξ(x; kj) 6 min

{
λ, gξ(x; ki)

}}
,

j ̸= i, (40)

включения ξ в область X \Ψi,λ принятия альтерна-
тивы k = ki , когда значения нч. э. ξ контролируются
возможностью Pξ(·; kj) , и возможность p+

i,λ верного
решения «принять альтернативу k = ki »

p+
i,λ = Pξ(ξ ∈ X \Ψi,λ; ki) =

= sup
{
gξ(x; ki) | x ∈ X, gξ(x; kj) 6 min

{
λ, gξ(x; ki)

}}
,

(41)

λ ∈ (0, 1) , i, j ∈ {1, 2} , i ̸= j . Следующая лемма по-
добно «фундаментальной лемме Неймана–Пирсона»
характеризует оптимальные свойства Pξ′′ -критиче-
ских областей (37).

1 Далее для простоты рассмотрены модели M(k) = (X,P(X),Pξ(·; k),Nξ(·; k)) , k ∈ K , в которых Pξ(·; k) и Nξ(·; k) при
любом k ∈ K дуально согласованы. Это означает, что ∀ θ(·) ∈ Θ семейство Nξ -критических для альтернативы k = ki
областей

{
x ∈ X, θ ◦ gξ(x; kj) < max

{
θ(λ), θ ◦ gξ(x; ki)

}}
, λ ∈ (0, 1) , совпадает с семейством Ψi,λ , λ ∈ (0, 1) , в (37).

2 Так как
◦
X= {x ∈ X, gξ(x; ki) = 0} ∩ {x ∈ X, gξ(x; kj) = 0} — область принятия любой альтернативы с нулевой

возможностью, далее считаем, что X = X\
◦
X= {x ∈ X, gξ(x; ki) > 0} ∪ {x ∈ X, gξ(x; kj) > 0} .
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Лемма 1.1. Для любых i, j ∈ {1, 2} , i ̸= j ,
и λ ∈ (0, 1) таких, что множество

{
x ∈ X,

gξ(x; kj) 6 λ 6 gξ(x; ki)
}
̸= ∅, область X \ Ψi,λ =

=
{
x ∈ X, gξ(x; kj) 6 min

{
λ, gξ(x; ki)

}}
принятия

альтернативы k = ki обладает следующими свой-
ствами [52]:
• p+

i,λ = Pξ(ξ ∈ X \Ψi,λ; ki) > Pξ(ξ ∈ X \Ψi,λ; kj) = p−
i,λ

(несмещенность);
• для любой области Φλ ⊂ X принятия
альтернативы ki, удовлетворяющей условию
Pξ(ξ ∈ Φλ; kj) 6 λ, Pξ(ξ ∈ Φλ; ki) 6 6 Pξ(ξ ∈ X \
Ψi,λ; ki) = p+

i,λ (оптимальность);
• если же множество

{
x ∈ X, gξ(x; kj) 6 λ 6

gξ(x; ki)
}

= ∅, то p−
i,λ 6 p+

i,λ 6 λ.

Заметим, что в (38) Ψλ =
{

x ∈ X, min
{
gξ(x; k1),

gξ(x; k2)
}

> λ
}

, и если g(x) = min
i=1,2

gξ(x; ki) , x ∈ X,

λ = max
x∈X

gξ(x) , то Pξ(g(ξ) > λ) = λ , λ < λ , 0, λ > λ,

λ ∈ (0, 1) , а в (40), (41) p−
i,λ

= λ , p+
i,λ

= 1, i = 1, 2.

1.8. Алгоритм последовательной идентификации

Пусть ξs = xs ∈ Xs , s = 1, . . . ,n , — ре-
зультаты n взаимно независимых наблюдений
за НО.НЧ.О. «с разных сторон», модель кото-
рых (X1,P(X1),Pξ1

(·; ki))× . . .×(Xn , P(Xn),Pξn
(·; ki)) ,

gξs
(xs; ki)

def= gξs

i (xs) , s = 1, . . . ,n , — их возможности,
i = 1, 2, n = 1, 2, . . . Рассмотрим алгоритм последо-
вательной идентификации состояния НО.НЧ.О.,
согласно которому, подобно последовательному кри-
терию отношения вероятностей А.Вальда:
• испытания продолжаются все время, пока наблю-
дения

ξs ∈Ψ(s)
λ =

{
x1 ∈ X1, . . . , xs ∈ Xs, min

{
gξ1

(x1), . . . ,

. . . , gξs
(xs)

}
> λ

}
, s = 1, 2, . . . , (42)

где gξt
(xt) = min

{
gξt

1 (xt), gξt

2 (xt)
}
, t = 1, . . . , s ,

Ψ(s)
λ = Ψ(s)

1,λ ∩ Ψ(s)
2,λ , Ψ(s)

i,λ =
{
xt ∈ Xt, g

ξt

j (xt) >

> min
{
λ, gξt

i (xt)
}
, t = 1, . . . , s

}
, i ̸= j , i, j ∈ {1, 2} ;

• испытания заканчиваются на n-м наблюдении, ес-
ли первый раз, при s = n , нарушается условие (42),
т. е. первый раз gξn

(xn) 6 λ , и отклоняется гипотеза
t = tj , если при этом1 gξn

j (xn) 6 min
{
λ, gξn

i (xn)
}
.

Возможность отклонить гипотезу t = tj ошибочно

sup
{

min
16s6n

gξs

j (xs) | xt ∈ Xt, t = 1, . . . ,n,

min
16t6n−1

gξt
(xt)>λ, gξn

j (xn) 6 min
{
λ, gξn

i (xn)
}}

=

= min
{

sup
[

min
16t6n−1

gξt

j (xt) | xt ∈ Xt, t = 1, . . . ,n−1,

min
16t6n−1

gξt
(xt) > λ

]
(1)

, sup
[
gξn

j (xn) | xn ∈ Xn,

gξn

j (xn) 6 min
{
λ, gξn

i (xn)
}]

(2)

}
6 λ,

ибо sup
[

. . .
]

(1)
= min

16t6n−1

{
sup{gξt

j (xt) | xt ∈

∈ Xt, gξt
(xt) > λ}

}
= min

16t6n−1
λt,j > λ ,

где λt,j = sup
{

gξt

j (xt) | xt ∈ Xt, min
{
gξt

1 (xt),

gξt

2 (xt)
}

> λ
}

> λ, t = 1, . . . ,n − 1, j = 1, 2,

и sup
[

. . .
]

(2)
6 λ .

При этом возможность на n-м испытании откло-
нить гипотезу k = kj безошибочно, т. е. безошибочно
принять k = ki ,

p(n)+
i,λ = sup

{
gξn

i (xn) | xn ∈ Xn,

gξn

j (xn) 6 min
{
λ, gξn

i (xn)
}}

> λ,

а если λ = λ = max
{
gξn

(xn) | xn ∈ Xn
}
, то p(n)+

i,λ
= 1.

Модель наблюдений за НО.НЧ.О. «с разных
сторон» назовем эффективной, если ∀λ > 0 ∃ sλ =
= min

{
s ∈ {1, 2, . . .},Ψ(s)

λ = ∅
}

= min
{
s ∈ {1, 2, . . .} ,

Pξs
(ξs ∈ Ψ(s)

λ ; ki) = 0, i = 1, 2
}
, ибо при этом условии

(в любой шкале значений возможностей Pξ1
,Pξ2

, . . . )
алгоритм будет завершен на основе данных ко-
нечного числа sλ наблюдений. При наблюдени-
ях за НО.НЧ.О. «с одной стороны» нч. э. ξs,
s = 2, 3, . . . , суть взаимно независимые копии нч. э.
ξ1, поэтому sup

[
. . .

]
(1)

= λ1 > λ. Следовательно, по-
вторение наблюдений «c одной стороны» не добав-
ляет информации о НО.НЧ.О., и последовательный
алгоритм либо заканчивается на первом испытании,
либо не заканчивается вообще. Этот факт обуслов-
лен отсутствием ЗБЧ в рассматриваемом варианте
теории возможностей.

2. Анализ и интерпретация данных
измерительного эксперимента

2.1. Редукция измерения при априори произвольном
измеряемом сигнале

Пусть ξ — результат, полученный в измеритель-
ном эксперименте по схеме

ξ = Ag + ν, (43)

согласно которой ξ — искаженный шумом ν ∈ X
выходной сигнал Ag измерительного преобразова-
теля (И.П.) A, на вход которого поступил апри-
ори произвольный сигнал g ∈ G от измеряемого
объекта. Обозначим u = Ug ∈ U — характеристики
исследуемого объекта, A: G → X , U : G → U —
заданные операторы, первый моделирует И.П. A,
второй моделирует связь между измеряемым в (43)
сигналом g и характеристиками исследуемого объ-
екта, не возмущенного измерением, X ,G и U —
конечномерные евклидовы пространства. В задаче
интерпретации результата измерения (43) требу-

1 Заметим, что
{
xn ∈ Xn, gξn

(xn) 6 λ
}

=
{
xξ ∈ Xn, gξn

2 (xξ) 6 min
{
λ, gξn

1 (xn)
}}

∪
{
xn ∈ Xn, gξn

1 (xn) 6 min
{
λ, gξn

2 (xn)
}}

.
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ется определить правило оценивания d(·) : X → U ,
при котором нч. э. d(ξ) можно считать оптималь-
ной версией значения Ug . Оператор U моде-
лирует то, что в экспериментальных исследова-
ниях называется идеальным И.П. U . Идеальный
ИП взаимодействует с измеряемым объектом как
ИП A, поэтому на его входе, как и на входе
ИП A, сигнал g, но на его выходе исследователь
получает значения Ug характеристик исследуемого
объекта. В такой постановке задача интерпрета-
ции называется задачей редукции измерения (43)
на И.П. A к виду, свойственному измерению
на идеальном И.П. U , или задачей редукции
И.П. A к И.П. U [61]. Эта задача решается вы-
числительным преобразователем (В.П.), выходной
сигнал Rξ = d(ξ) которого является наиболее точной
оценкой выходного сигнала Ug идеального И.П. U .
Теория измерительно-вычислительных преобразова-
телей как средств измерений рассмотрена в [52, 61].

Пусть в (43) A: G → X — линейный оператор,
ν — нч. э. со значениями в X , f ν(·) : X → L —
распределение возможностей значений ν . Тогда ξ
также нч. э. со значениями в X , f ξ(x, g) = f ν(x−Ag),
x ∈ X , — распределение ξ , зависящее от g ∈ G.
Обозначим [A, f ν(·)] модель схемы измерения (43),
[A, f ν,U ] обозначим модель интерпретации из-
мерения. Под анализом данных измерения бу-
дем понимать исследование адекватности модели
[A, f ν(·),U ] цели исследования.

Заметим, что произвольный сигнал g ∈ G в (43)
можно моделировать и как нч. э. γ , принимающий
любые значения в G с возможностью единица,
f γ(g) = 1, g ∈ G , причем независимо от ν . В таком
случае f ξ,γ(x, g) = min

{
f ν(x−Ag), f γ(g)

}
= f ν(x−Ag) ,

x ∈ X , g ∈ G , т. е. получаем определенное выше рас-
пределение gξ(x, g) , x ∈ X , характеризующее модель
[A, f ν(·)] схемы измерения (43).

Зададим и. ф. о. п. nl(·, ·) = nlΛ(·, ·) : U × U → L
нч. м. Λ со значениями в P(U × U) , значение
nl(Ug,u) которой есть необходимость потерь, со-
путствующих выбору значения u ∈ U в качестве
характеристик Ug исследуемого объекта. Охаракте-
ризуем качество правила d(·) : X → U оценивания
значения функции Ug параметра g ∈ G распре-
деления f ξ(x, g) = f ν(x − Ag) , x ∈ X , величиной
необходимости потерь

NL(d(·)) = inf
x∈X

inf
g∈G

max
{
θ ◦ f ν(x −Ag),nl(Ug,d(x))

}
,

(44)
сопутствующих использованию d(ξ) вместо Ug ,
где θ(·) ∈ Θ (см. теорему 1.3). Оптимальное пра-

вило d∗(·) определим из условия NL(d∗(·)) =
= min

d(·): X→U
NL(d(·)) , функцию d∗(x) , x ∈ X , найдем,

решив для каждого x ∈ X задачу

Nd(x) = inf
g∈G

max
{
θ ◦ f ν(x −Ag),nl(Ug,d)

}
∼ min

d∈U
.

(45)
Рассмотрим класс задач (45), в которых

nl(v,u) > 0, если u ̸= v, nl(v,u) = 0, если u = v,
(46)

определяет необходимость потерь при оценивании
v ∈ U значением u ∈ U . Так как min

d∈U
nl(Ug,d) =

= 0 достигается при единственном d = Ug , то
min
d∈U

inf
g∈G

max
{
θ ◦ f ν(x −Ag), nl(Ug,d)

}
= inf

g∈G
max

{
θ ◦

◦ f ν(x −Ag), min
d∈U

nl(Ug,d)
}

= sup
g∈G

f ν(x −Ag) . Следо-

вательно, d∗(x) = Ug(x) — оптимальная в смыс-
ле (44), (45) оценка выходного сигнала идеального
И.П. U , где g(x) — оценка g максимальной
возможности: f ν(x −Ag(x)) = max

g∈G
f ν(x −Ag) , если

max
g∈G

f ν(x − Ag) > 0, если же max
g∈G

f ν(x − Ag) = 0,

то наблюдаемое значение ξ = x свидетельствует
о неадекватности модели [A, f ν] , а следовательно,
и модели [A, f ν(·),U ] , цели исследования.

Пусть f ν(·) = r(||Σ−1/2 · ||) , где Σ : X → X — по-
ложительно определенный оператор (аналог корре-
ляционного оператора1 ошибки измерения в вероят-
ностной модели [A, Σ] схемы измерения (43) [61]),
∥ · ∥ — евклидова норма, r(·) : [0,∞) →L непрерыв-
ная строго монотонно убывающая функция, задаю-
щая вариант распределения нч. э. ν ∈ X , r(0) = 1.
При таких предположениях задача (45) эквивалент-
на задаче отыскания оценки g ∈ G максимальной
возможности при ξ = x как решения задачи на
минимум

∥Σ−1/2(x−Ag)∥ ∼ min
g∈G

(47)

и последующего определения d∗(x) = Ug(x) , где
g(x) — значение g , на котором минимум в (47)
достигается; решение d∗(·) не зависит от функций
r(·) и θ(·) . Обозначим Σ−1/2x = y , Σ−1/2A= B . При
любом g ∈ G

∥Σ−1/2(x−Ag)∥2 = ∥y−Bg∥2 =

= ∥B(B−y− g)∥2 + ∥(I −BB−)y∥2 > ∥(I −BB−)y∥2,
(48)

причем равенство в (48) достигается при g =
= B−y + b , где b — любой вектор из яд-
ра N (B) = {g ∈ G, Bg = 0} оператора B 2. По-
этому минимум в задаче (47) достигается при

1 При таком определении распределения f ν(·) можно сравнивать результаты редукции для вероятностной [A,Σ]
и возможностной [A, f ν(·)] моделей, поскольку в обеих моделях распределения плотности вероятностей и возможностей
ошибки измерения убывают с увеличением ∥Σ−1/2x∥ , x ∈ X , и сохраняют постоянные значения на эллипсоидах {x ∈ X ,
∥Σ−1/2x∥ = const} (рисунок) и субъективную согласованность классов эквивалентных правдоподобий и доверий
с классом субъективно эквивалентных вероятностей в [60].

2 B− и B∗ — псевдообратный к B и сопряженный с B операторы,
B− = lim

α→0
B∗(BB∗ + αI )−1 = lim

α→0
(B∗B + αI )−1B∗ [65].
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g = g(x) = (Σ−1/2A)−Σ−1/2x + b(x) и, следовательно,
для линейного U

d∗ = d∗(x) =Ug(x) =U (Σ−1/2A)−Σ−1/2x +Ub(x),

x ∈ X. (49)

Если N (B) ⊂ N (U ) , то Ub = 0 для любого
b ∈ N (B) = N (A) и равенство (49) определяет един-
ственное оптимальное правило, согласно которому
оптимальной оценкой d∗(ξ) значения Ug выходно-
го сигнала идеального И.П. U является нч. э.

d∗(ξ) =U (Σ−1/2A)−Σ−1/2ξ. (50)

Заметим, что это же равенство определяет наи-
лучшую в среднем квадратичном линейную мини-
максную оценку Ug , если в (43) шум ν является
случайным элементом с нулевым математическим
ожиданием и корреляционным оператором Σ [61].
Если равенство Bb = 0 не влечет Ub = 0, то опти-
мальное правило

d∗(ξ) =U (Σ−1/2A)−Σ−1/2ξ+Ua(ξ), (51)

где a(·) : X →N (A) — произвольная функция, при-
нимающая значения в N (A) : Aa(x) = 0, x ∈ X . Ве-
роятностный аналог оценки (51) при таких условиях
не существует [61].

При правилах (50), (51) необходимость по-
терь NL(d∗(·)) = inf

x∈X
θ ◦ r(∥(I − Σ−1/2A(Σ−1/2A)−) ×

× Σ−1/2x∥) = 0. Точная нижняя грань здесь равна
нулю и достигается на любом x ∈R(A) .

Замечани е 2.1. Если r(·) : [0,∞] → [0, 1] стро-
го монотонно убывает на [0, δ] , причем r(z) = 0,
z ∈ [δ,∞] , т. е. если ошибка ν в (43) не мо-
жет быть сколь угодно велика, то можно оценить
непротиворечивость модели [A, f ν(·)] схемы изме-
рения (43). В частности, если для ξ = x и в (48)
∥(I − BB−)y∥ = ∥Σ−1/2

(
I −A(Σ−1/2A)−Σ−1/2

)
x∥ > δ ,

то модель [A, f ν(·)] противоречит этому результа-
ту измерения.

2.2. Редукция измерения при нечеткой априорной
информации об измеряемом сигнале

Рассмотрим задачу редукции, в которой не толь-
ко шум ν , но и измеряемый в (43) сигнал g
моделируется как нч. э. Обозначим его γ и запишем
схему измерения (43) в виде

ξ = Aγ + ν. (52)

Пусть в (52) A: G → X — линейный оператор,
γ и ν суть независимые нч. э., принимающие зна-
чения в G и X , f γ(·) : G → L и f ν(·) : X → L —
их распределения. Обозначим [A, f γ(·), f ν(·)] модель
схемы измерения (52), Uγ обозначим нч. э., моде-
лирующий характеристики исследуемого объекта,
где U : G → U — линейный оператор, определяющий
модель идеального И.П., наконец, [A, f γ(·), f γ(·),U ]
обозначим модель интерпретации измерения (52).

В задаче редукции измерения (52) к виду, свой-
ственному измерению на идеальном И.П., следует
определить правило d(·) : X → U оценивания Uγ
так, чтобы нч. э. d(ξ) можно было считать опти-
мальной оценкой нч. э. Uγ . Качество правила d(·)
охарактеризуем величиной необходимости потерь
(см. теорему 1.3)

NL(d(·)) =

= inf
x∈X, g∈G

max
{
θ ◦ f ν(x−Ag), θ ◦ f γ(g),nl(Ug,d(x))

}
.

(53)

Здесь, в отличие от п. 2.1, f ν(x − Ag) = f ξ|γ(x|g) ,
x ∈ X , g ∈ G , — распределение переходной возмож-
ности, и

f ξ,γ(x, g) = min
{
f ξ|γ(x|g), f γ(g)

}
, x ∈ X , g ∈ G,

(54)
— совместное распределение входного сигна-
ла γ и измерения ξ , а в (53) NL(d(·)) =
= inf

x∈X ,g∈G
max

{
θ ◦ f ξ,γ(x, g) , nl(Ug,d(x))

}
, ибо, со-

гласно (54), θ◦f ξ,γ(x, g) = max
{
θ◦f ξ|γ(x|g) , θ◦f γ(g)

}
.

Заметим, что если f γ(g) = 1, g ∈ G , т. е. если все
значения сигнала γ в (52) равновозможны, то в (53)
NL(d(·)) = inf

x∈X , g∈G
max

{
θ ◦ f ν(x − Ag), nl(Ug,d(x))

}
и совпадает с NL(d(·)) (44) для произвольного g ∈ G
в (43).

Оптимальное правило d∗(·) определим условием

NL(d∗(·)) = min
d(·): X→U

NL(d(·)), (55)

согласно которому необходимость потерь, сопутству-
ющих оцениванию Uγ посредством d∗(ξ) , мини-
мальна.

Для решения задачи (55) достаточно при каждом
x ∈ X решить более простую задачу

N(d, x) = inf
g∈G

max
{
θ ◦ f ξ,γ(x, g),nl(Ug,d)

}
∼ min

d∈U
,

(55∗)
так как семейство решений d∗ = d∗(x) , x ∈ X ,
задачи (55∗ ) является решением задачи (55). Речь
идет о семействе задач на минимум

max
{
θ ◦ f ξ,γ(x, g),nl(Ug,d)

}
∼ min

g∈G,d∈U
, x ∈ X . (56)

Далее будем считать, что nl(·, ·) в (56) удовлетворя-
ет условию (46). А так как

min
d∈U

max
{
θ ◦ f ξ,γ(x, g),nl(Ug,d)

}
=

= max
{
θ ◦ f ξ,γ(x, g),min

d∈U
nl(Ug,d)

}
=

= θ ◦ f ξ,γ(x, g), x ∈ X , g ∈ G,

где минимум по d достигается при (единственном)
d =Ug , то задача (56) эквивалентна задаче

f ξ,γ(x, g) ∼ max
g∈G

, x ∈ X , (57)

ибо d∗ = d∗(x) = Ug(x) в точке g = g(x) минимума
в (57).
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Методы редукции измерений: вероятностные и нечеткие модели: а, а ′ — измеренные в (43) и (52) сигналы g
и γ ; б, б ′ — матричные элементы a(i, j) , i, j = 1, . . . , 192, матрицы оператора A как функции разности i − j

при j = 96; (Ag)(i) =
192∑
j=1

a(i, j)g(j) , i = 1, . . . , 192; в, в ′ — результаты измерения в (43) и (52) ξ(i) = (Ag)(i)+

+ ν(i) ≡ (Aγ)(i) + ν(i), i = 1, . . . , 192, при матрицах A б и б ′ ; г — вероятностная редукция измерения (43)
ĝ = g0+GA∗(AGA∗+Σ)−1(ξ−Ag0) , Σ = σ2I , G = φ2I , минимизирующая ошибку E∥ĝ−g∥2 = min

R X→G, r∈G
E∥Rξ+

+ r − g∥2, σ2 = 2, φ2 = 2.62; g и ν независимы и гауссовы; д — нечеткая редукция измерения (52) γ̂ =
= g0 + GA∗(AGA∗ + ω(ξ)Σ)−1(ξ−Ag0) , минимизирующая необходимость ошибки, Σ = σ2I , G = φ2I , σ2 = 2,
φ2 = 2.62; г ′ , д ′ — полученные при матрице A б ′ аналоги результатов редукции г, д, полученных при
матрице A б, для независимых γ и ν , равномерно распределенных на [−

√
3σ,

√
3σ]192 и соответственно

на [−
√

3φ,
√

3φ]192 при σ2 = 2, φ2 = 2.62; е, е ′ — графики левых и правых частей второго равенства в (60)
для матриц A б, б ′ как функций σ2β ; отмечены значения σ2ω(ξ)
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Пусть f ν(x − Ag) = δ(∥Σ−1/2(x − Ag)∥2), f γ(g) =
= δ(∥G−1/2(g−g0)∥2) , g ∈ G , x ∈ X , где δ(·) — строго
монотонно убывающая, непрерывно дифференциру-
емая на [0,∞) функция, принимающая значения
в [0,1], δ(0) = 1, Σ : X → X и G : G → G —
положительно определенные операторы, играющие
роль, аналогичную роли ковариационных операторов
шума и входного сигнала в модели вероятностного
аналога схемы измерений (52) [61]. Рассмотрим
подробнее задачу (57) в этом случае:

min
{
δ(∥Σ−1/2(x−Ag)∥2), δ(∥G−1/2(g−g0)∥2)

}
∼ max

g∈G
,

x ∈ X . (58)

Введем обозначения: z = G−1/2(g − g0) , B =
= Σ−1/2AG1/2 : G → X , y = Σ−1/2x−Σ−1/2Ag0 , в ко-
торых задача (58) имеет вид

max
{
∥y−Bz∥2, ∥z∥2}∼ min

z∈G
. (59)

Для ее решения вычислим градиенты ∥y − Bz∥2

и ∥z∥2 по z ∈ G : ∇∥y − Bz∥2 = 2B∗(Bz − y) ,
∇∥z∥2 = 2z . В точке z = z∗ минимума (59) должны
выполняться условия [66]:
I либо для некоторого α ∈ [0, 1]

α∇∥y−Bz∗∥2+(1−α)∇∥z∗∥2 = 0, ∥y−Bz∗∥2 = ∥z∗∥2;
(60)

I либо

∇∥y −Bz∗∥2 = 0, ∥y −Bz∗∥2 > ∥z∗∥2; (61)

I либо, наконец, ∇∥z∗∥2 = 0, ∥y−Bz∗∥2∥z∗∥2.
Согласно первому условию (60) αB∗(Bz∗ − y) +

+ (1−α)z∗ = 0, поэтому при α ∈ [0, 1]

z∗ = z(β) = (B∗B + βI )−1B∗y, (62)

где β = (1 − α)/α и соответственно α ∈ (0, 1)
определяется из второго условия (60). Так как
с учетом (62) ∥y − Bz∗∥2 = β2∥(BB∗ + βI )−1y∥2 =
= t(β) — монотонно возрастает по β ∈ (0,∞) ,
причем lim

β→+0
t(β) = ∥(I − BB−)y∥2 , lim

β→∞
t(β) = ∥y∥2 ,

а ∥z∗∥2 = ∥B∗(BB∗ + βI )−1y∥2 = s(β) — монотонно
убывает по β ∈ (0,∞) , причем lim

β→+0
s(β) = ∥B−y∥2

и lim
β→∞

s(β) = 0, то условие (60) выполняется для

некоторого β ∈ (0,∞) , если ∥(I − BB−)y∥ < ∥B−y∥ .
В этом случае существует единственный корень
β = β(y) ∈ (0,∞) второго уравнения (60) и

z∗ = z(β(y)) = (B∗B + β(y)I )−1B∗y (63)

определяет стационарную точку (59) (см. рисунок).
А так как max(∥y−Bz∥2, ∥z∥2) — выпуклая функция
z ∈ X , то z∗ (63) — искомая точка ее минимума.

Если ∥(I − BB−)y∥ = ∥B−y∥ , то β = β(y) = 0
(α = 1) и z∗ = B−y = lim

β→+0
(B∗B + βI )−1B∗y .

Рассмотрим второй случай. Всякое решение z∗

уравнения ∇∥(y−Bz)∥2 = 0 имеет вид [65]

z∗ = B−y + b, b ∈N (B). (64)

Так как ∥(y − Bz∗)∥2 = ∥(I − BB−)y∥2 и ∥z∗∥2 =
= ∥B−y∥2 + ∥b∥2 , то z∗ (64) удовлетворяет условиям
(61), если и только если 0 6 ∥b∥2 < ∥(I −BB−)y∥2 −
− ∥B−y∥2 , b ∈N (B).

Третий случай, очевидно, невозможен.
Заметим, что во всех случаях необходимость

потерь (53), (55) NL(d∗(·)) = inf
x∈X

N(d∗(x), x) = 0.

На рисунке приведены результаты численного
моделирования, полученные для возможностной мо-
дели [A, f γ(·), f ν(·)] схемы измерения (52) и для
вероятностной модели [A, G, g0, Σ] схемы измере-
ния (43) [61]. Характерно, что для возможностной
модели оценка γ̂ = g0+GA∗(AGA∗+ω(x)Σ)−1(x−Ag0)
нелинейная и аналогична оценке Джеймса–Стейна
(см., например, [61]).

Замечани е 2.2. Аналоги подобных приложений
известных вариантов теории возможностей автору
неизвестны.

Заключение

В работе поставлены и исследованы задачи ми-
нимизации возможности и необходимости потерь,
сопутствующих решению о состоянии НО.НЧ.О.
по данным наблюдений за ним. Показано, что
1) среди оптимальных нечетких решений всегда
есть четкое, заданное решающей функцией данных
наблюдения за НО.НЧ.О.; 2) для вероятностной
модели и максимально согласованной с ней нечет-
кой модели НО.НЧ.О. оптимальное вероятност-
ное решение, минимизирующее вероятность ошибки
идентификации, оптимально и как нечеткое, мини-
мизирующее возможность ошибки идентификации,
но среди оптимальных нечетких решений могут
быть и неоптимальные как вероятностные. Однако
если вероятностная модель известна приближенно,
то основанное на ней оптимальное решение, как
правило, неоптимально для вероятностной модели,
фактически контролировавшей данные наблюдений,
и нечеткое решение в этой (типичной!) ситуации
может оказаться лучше вероятностного. Аналогич-
ные результаты получены при исследовании задач
оптимального оценивания представляющих интерес
характеристик НЧ.О.

Рассмотрена задача нечеткой идентификации со-
стояния НО.НЧ.О., пребывающего в одном из двух
состояний, как задача различения равнозначимых
гипотез, в которой по данным наблюдения за объ-
ектом требуется либо принять решение о его со-
стоянии, либо отказаться от принятия решения.
Оптимальное нечеткое решение этой задачи дано
в лемме, подобной «фундаментальной лемме Нейма-
на–Пирсона» в статистике.

Этот результат обобщен в предложенном алгорит-
ме последовательной нечеткой идентификации, в ко-
тором наблюдения за объектом продолжаются, пока
алгоритм отказывается от принятия решения в поль-
зу одного из двух состояний объекта. Поскольку
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в рассматриваемом варианте теории возможностей
нет аналога закона больших чисел в теории вероят-
ностей, повторение наблюдений за объектом лишено
смысла: либо алгоритм остановится после первого
наблюдения и будет принято решение в пользу
одного из двух возможных состояний объекта, ли-
бо не остановится вообще. Поэтому в последова-
тельном алгоритме предложена схема наблюдений
за объектом «с разных сторон».

В последнем разделе статьи рассмотрены элемен-
ты теории нечетких измерительно-вычислительных
преобразователей как средств измерения, нечеткие
модели редукции измерений [52, 61], их приложения
в задачах анализа и интерпретации данных изме-
рительного эксперимента и приведены результаты
вычислительного эксперимента, в котором сравнива-
лись результаты интерпретации данных измерений
вероятностными и нечеткими методами редукции
измерений (см. рисунок).
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