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Применение сеточных методов к решению задачи о межслойном переходе приводит к необ-
ходимости ограничения области и постановки фиктивных граничных условий. В настоящей
работе применятся введение фиктивного коаксиала для сведения исходной задачи к задаче
волноводной дифракции. Рассмотрены результаты тестирования разработанной конечно-эле-
ментной программы, показывающие высокую точность применяемого метода. Исследованная
зависимость решения от положения фиктивной границы показывает быструю сходимость
метода.
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Введение

Задача о межслойном переходе, например, в пе-
чатных платах, может рассматриваться в двух вари-
антах. Первый — это случай бесконечных пластин.
В этом случае, возможно, по крайней мере для
осесимметричной задачи, сведение исходной задачи
в бесконечной области к задаче в конечной области
с нелокальными краевыми условиями — парциаль-
ными условиями излучения [1–3]. Это позволяет
рассматривать внутреннюю краевую задачу и приме-
нять сеточные методы к ее решению. Второй вариант
задачи связан с прохождением проводной волны
через межслойный переход, представляющий собой
набор пластин конечного радиуса (рис. 1). Подобная
задача рассматривается в неограниченном простран-
стве, что представляет основную сложность при
применении сеточных методов к ее решению. При-
менение метода связанных интегральных уравнений
вызывает ряд трудностей, связанных как со струк-
турой системы интегральных уравнений при учете
питающего систему провода, так и при рассмотрении
интегральных уравнений для случая пластин малой
толщины. В настоящей работе для исследования
подобной задачи применяется подход, основанный на
введении фиктивной волноводной внешней стенки,
в результате чего задача о межслойном переходе
сводится к задаче дифракции в коаксиальном волно-
воде. Для решения задачи дифракции применяется
метод смешанных конечных элементов [4]. Различ-
ные схемы сеточных методов для подобных задач
рассматривались, например, в работах [5–12]. При
отодвигании внешней стенки в бесконечность ре-
шение задачи дифракции в коаксиальном волноводе

Рис. 1. Принципиальная схема межслойного перехо-
да (а) и параметры конденсатора, помещенного в ко-

аксиал (б)

переходит в решение исходной «открытой» задачи.
Основным вопросом является возможность приме-
нения подобного метода на практике, связанного
с исследованием вопроса о скорости сходимости
численных решений в зависимости от расстояния
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до фиктивной стенки. Результаты вычислений пока-
зывают, что в диапазоне частот 1–100 МГц даже
при не очень большом отнесении стенки от систе-
мы пластин результаты вычислений стабилизиру-
ются. Для тестирования разработанной программы
рассмотрена задача дифракции на паре пластин,
образующих конденсатор. При расстоянии от оси
центрального провода до внешней стенки, равном
удвоенному радиусу пластин, наблюдается хорошее
совпадение результатов конечно-элементных вычис-
лений с обобщенной формулой Кирхгофа [13] для
емкости конденсатора.

1. Постановка задачи и метод ее решения

В качестве сеточного метода, применяемого для
решения задачи, будем использовать метод смешан-
ных конечных элементов. Приведем кратко основные
моменты постановки задачи и применения этого ме-
тода. Рассматриваемая задача обладает осевой сим-
метрией. Заменяем в дальнейшем производные по
координате ϕ цилиндрической системы координат
нулем [14].

Для решения задачи дифракции в волноводе ис-
пользуем систему уравнений Максвелла, разрешен-
ную относительно электрического поля E = {Er ,Ez}

rot rotE− k2εE = 0 (1)

с краевыми условиями

E× n|∂Q = 0 (2)

и условиями сопряжения

[E× n]S = 0, (3)

[rotE× n]S = 0 (4)

на поверхностях S раздела металл–воздух. Под Q
понимаем цилиндр, ограниченный внешним радиу-
сом коаксиала, ∂Q — боковая поверхность цилин-
дра.

Диэлектрическая проницаемость ε = 1 + i 4π
kcσ =

= 1 + i 2σ
f , где σ — проводимость, f — частота, яв-

ляется кусочно-постоянной функцией, описывющей
в том числе металл при комплексных значениях.

Отметим, что для электрического поля рассмат-
ривается система двух уравнений, координата Eϕ

полагается равной нулю:

− ∂2Er

∂z2 +
∂2Ez

∂r∂z
− k2εEr = 0, (5)

1
r
∂

∂r
r
∂Er

∂z
− 1

r
∂

∂r
r
∂Ez

∂r
− k2εEz = 0. (6)

В силу того что при r → 0 величина rHϕ → 0,
используем для вектора E краевое условие

lim
r→0

r
(
∂Er

∂z
− ∂Ez

∂r

)
= 0. (7)

Одним из основных вопросов, возникающих при
применении метода конечных элементов, является
постановка условий излучения. Будем использовать

парциальные условия излучения–возбуждения при
z = z2 , учитывающие только одну отраженную ос-
новную моду E0 = 1

r er . Считаем, что возбуждение
системы происходит основной модой указанного ви-
да, падающей, например, из ∞ :

[rotE× n]z=z2 = T1E+ 2ikE0, (8)

где

T1E = ik

r2∫
r1

rEE∗
0 dr E0,

и аналогично при z = z1

[rotE× n]z=z1 = T2E, (9)

где

T2E = −ik

r2∫
r1

rEE∗
0drE0,

Будем искать слабые решения задачи (1)–(4),
(7)–(9) из уравнения∫
Ω

(
rotE rot Ẽ − k2εEẼ

)
r dr dz−

2∑
i=1

r2∫
r1

TiEẼdr =

= 2ik

r2∫
r1

EE0dr, (10)

которому должен удовлетворять вектор E ∈ H0(rot),
т. е. E ∈ L2(Ω), rotE ∈ L2(Ω), E× n|∂Ω = 0 для лю-
бого Ẽ ∈ H0(rot) .

Для магнитного поля Hϕ справедливо уравнение

1
r

∂

∂r
rHϕ = −ikε(r, z)Ez (11)

и краевое условие

Hϕ(0, z) = 0,

позволяющие определить его непосредственным ин-
тегрированием поля Ez :

Hϕ = − ik
r

∫ r

0
rε(r, z)Ez dr.

Приближенное решение задачи (7) будем искать
в виде

Er =
∑
ij

Er ijNi(z)pj,j+1(r),

Ez =
∑
ij

EzijNi(r)pj,j+1(z),

где

Ni(z) =



z− zi−1

zi − zi−1
, zi−1 6 z 6 zi,

zi+1 − z
zi+1 − zi

, zi 6 z 6 zi+1,

0, z /∈ [zi−1, zi+1],

pj,j+1(r) =

{
1, rj 6 r 6 rj+1,

0, r /∈ [rj, rj+1],

ri, i = 1, . . . ,Nr , по оси r и zj, j = 1, . . . ,Nz,
по оси z.
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Определив электромагнитные поля, вычислим
матрицу импедансов системы, представляющую ос-
новной интерес с прикладной точки зрения.

2. Сравнение результатов вычислений методом
конечных элементов c результатами,

получаемыми по уточненной формуле Кирхгофа

В качестве теста рассмотрен конденсатор с па-
раметрами (рис. 2) a = 1.25 мм — радиус пластин,
l = 0.1 мм — расстояние между пластинами. Радиус
возбуждающего цилиндра r1 = 0.125 мм. Радиусы
внешнего цилиндра приведены в п. 1–3 ниже.

В качестве значения емкости, с которым произ-
водится сравнение, рассматривается

C = ε0a
(
πa/l + ln(16πa/l)− 1 + 1/(4/π)l/a(ln l/2a)2

)
.

Приведем методику тестирования конечно-эле-
ментной программы. Для вычисления матрицы им-
педансов из результатов решения задачи дифракции
рассматриваем возбуждение системы волной, падаю-
щей из −∞ и ∞ .

При возбуждении из −∞ (снизу) коаксиальной
волной вида

Er = eikz 1
r
, Hϕ = eikz 1

r
фазовая скорость волны eikz−iωt направлена в поло-
жительном направлении оси z. При z = z1 и z = z2

вычисляются значения напряжния

V11 =

r2∫
r1

Er(r, z1)dr, V21 =

r2∫
r1

Er(r, z2)dr.

Под r1 понимается радиус внутреннего цилиндра,
под r2 — радиус внешнего

Токи вычисляются по формулам

I11 = 2πσ

r1∫
0

rEz(r, z1)dr, I21 = −2πσ

r1∫
0

rEz(r, z2)dr.

При возбуждении сверху коаксиальной волной
вида

Er = e−ikz 1
r
, Hϕ = −e−ikz 1

r
фазовая скорость волны eikz+iωt направлена в отри-
цательном направлении оси z.

При z = z1 и z = z2 вычисляются напряжения

V12 =

r2∫
r1

Er(r, z1)dr, V22 =

r2∫
r1

Er(r, z2)dr

и токи

I12 = 2πσ

r1∫
0

rEz(r, z1)dr, I22 = −2πσ

r1∫
0

rEz(r, z2)dr.

Матрицы напряжний и токов равны

V =

(
V11 V12

V21 V22

)
, I =

(
I11 I12
I21 I22

)
.

Матрица импедансов определяется из уравнения

V = ZI .

В задаче о конденсаторе, очевидно, V11 = V22,
V21 =V12, I11 = I22, I21 = I12 . Тогда

Z =
1

det I

(
I11V11 − I12V12 I11V12 − I12V11

−I12V11 + I11V12 −I12V12 + I11V11

)
.

Для конденсатора(
V1

V2

)
= Z

(
I

−I

)
,

т. е.
V1 = (Z11 −Z12)I , V2 = (Z21 −Z22)I .

Разность потенциалов

V1 −V2 = (Z11 + Z22 − (Z12 + Z21))I = 2(Z11 −Z12)I .

Приведем результаты сравнения вычисленных
значений

1
ωC

= 2(Z11 −Z12)

Рис. 2. Hϕ -координата поля в конденсаторе (а) и Ez -координата поля в конденсаторе (б)
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Рис. 3. Ez -координата поля в трехслойном переходе (а) и Hϕ -координата поля в трехслойном переходе (б)

со значением емкости, определямым указанной
формулой.

1. Расстояние до внешнего цилиндра 2 мм:

f , Гц C,Ф, C,Ф,
вычисленное определяемое формулой

108 4.851 · 10−13 4.956 · 10−13

107 4.851 · 10−13 4.956 · 10−13

106 4.851 · 10−13 4.956 · 10−13

Увеличение проводимости, соответствующей меди,
на 4 порядка не меняет C = 4.85 · 10−13 Ф.

2. Расстояние до внешнего цилиндра 2.7 мм:

f , Гц C,Ф, C,Ф,
вычисленное определяемое формулой

108 4.853 · 10−13 4.956 · 10−13

107 4.853 · 10−13 4.956 · 10−13

106 4.853 · 10−13 4.956 · 10−13

3. Расстояние до внешнего цилиндра 3.2 мм:

f , Гц C,Ф, C,Ф,
вычисленное определяемое формулой

108 4.855 · 10−13 4.956 · 10−13

107 4.855 · 10−13 4.956 · 10−13

106 4.855 · 10−13 4.956 · 10−13

В качестве графической иллюстрации, показыва-
ющей возможности конечно-элементной программы,
приведем картины волновых полей для Hϕ и Ez
компонент поля (рис. 2).

В качестве примера приведем результаты рас-
четов Ez, Hϕ компонент поля на слоистой системе
из 4 пластин переменного радиуса (рис. 3). При-
ведем типовые значения параметров межслойного
перехода. Радиус внутреннего цилиндра в коаксиале
r2 = 0.125 мм. Внутренний радиус внешнего цилин-
дра коаксиала r2 = 0.25 мм. Внешний радиус коак-
сиала r3 = 0.375 мм. Расстояние между пластинами
h = 0.2 мм.

Заключение

Разработанная программа позволяет вычислять
характеристики межслойных переходов с пластина-
ми конечного радиуса. Результаты вычислений по-
казывают быструю сходимость решения при увели-
чении радиуса внешего фиктивного цилиндра. Про-
веденное тестирование показывет высокую точность
применяемого метода.
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