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Как следует из теории измерительно-вычислительных систем [1], для достижения мак-
симальной точности интерпретации измерений требования к измерительному преобразова-
телю (ИП), преобразующему внешнее воздействие в электрический сигнал, оказываются
существенно разными в зависимости от того, как он будет функционировать: как таковой
или в составе измерительно-вычислительного преобразователя (ИВП). В первом случае
максимальную точность интерпретации должен обеспечивать ИП, и она ограничивается фи-
зическими законами. Во втором максимальную точность интерпретации должен обеспечивать
ИВП, рассматриваемый как средство измерения того же или иного назначения, в частности
свойственного измерениям на «идеальном» приборе.

Точность ИВП определяется как математическими свойствами модели ИП, так и «ка-
чеством» алгоритма преобразования выходного сигнала ИП к виду, определенному целью
измерения, и реализуемого вычислительным преобразователем (ВП). Для каждой конкретной
математической модели ИП этот алгоритм должен обеспечивать максимальное качество ИВП.
Оптимальный в этом смысле ИП, обеспечивающий предельно высокую точность ИВП как
средства измерения, зачастую отличается от оптимального по точности ИП как такового.

Однако, как правило, точная математическая модель ИП и, следовательно, оптимальный
для нее алгоритм, реализуемый ВП, исследователю не известны, но он может выполнить
на ИП серию тестовых измерений известных сигналов, моделирующих взаимодействие ИП
с измеряемым объектом. Цель настоящей работы заключается в синтезе с помощью тестовых
измерений как выходного сигнала ИП, математическая модель которого априори неизвестна,
так и оптимальной интерпретации результата измерения, т. е. выходного сигнала ИВП.

Ключевые слова: редукция измерения, оптимальные решения, измерительно-вычислительные систе-
мы, тестовые измерения.
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Введение

Рассмотрим типичную схему измерений, в кото-
рой в результате взаимодействия измеряемого объ-
екта, среды и измерительного преобразователя (ИП)
на входе ИП формируется (измеряемый) сигнал f ,
принадлежащий конечномерному1 евклидову про-
странству F , несущий информацию об измеряемом
объекте и среде [1]. ИП преобразует f в сигнал

ξ = Af + ν, (1)

где A: F → X — оператор, моделирующий физиче-
ские процессы в ИП (и далее обозначающий модели-
руемый им ИП), взаимодействующим с измеряемым
объектом и со средой, определяющие преобразова-
ние f в сигнал Af , X — конечномерное евклидово
пространство значений сигнала ξ , ν — погрешность,
шум измерения. Одним из следствий теории измери-
тельно-вычислительных систем [1] является то, что
для достижения максимальной точности интерпре-
тации данных измерений требования к ИП оказы-

ваются существенно различными в зависимости от
того, как используется его выходной сигнал — непо-
средственно интерпретируется исследователем или
поступает на вход вычислительного преобразователя
(ВП), обрабатывающего этот сигнал. Поэтому ИП
рассматривается не сам по себе, а как компонента
(вместе с ВП) измерительно-вычислительного пре-
образователя — универсального средства измерения.

Результат измерения зависит от параметров из-
меряемого объекта, взаимодействующего с ИП, зна-
чения которых могут быть существенно искажены
этим взаимодействием, а исследователя, как прави-
ло, интересуют характеристики исследуемого объек-
та, не возмущенного измерением. Связь параметров
измеряемого и исследуемого объектов моделируется
идеальным ИП, заданным оператором U : F → U .
На вход идеального ИП поступает тот же сигнал,
что и на вход реального ИП, но на его выхо-
де сигнал Uf равен характеристике исследуемого,
а не измеряемого объекта. Как правило, идеальный

1 Предположение о конечномерности пространств F , X , U делается для упрощения изложения и не является
принципиальным. О редукции в случае бесконечномерных F , X или U (см., например, [1, гл. 10]).
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ИП не может быть реализован «в железе» из-за
физических ограничений. Далее ВП на основе ξ
синтезирует наиболее точную оценку интересую-
щей исследователя характеристики Uf . Определе-
ние способа синтеза является задачей редукции
измерения. Задача редукции состоит в нахождении
оператора редукции R(·) : X → U , для которого
R(ξ) — наиболее точная версия значения Uf .

Если в (1) f — априори произвольный вектор,
принадлежащий F , ν — случайный вектор, прини-
мающий значения в X , имеющий математическое
ожидание Eν = 0 и невырожденный ковариацион-
ный оператор Σν : ∀ x ∈ X Σνx = Eν(x, ν) , то ли-
нейный оператор R∗ : X →U редукции определяется
как минимизирующий максимальную по f средне-
квадратичную (с. к.) погрешность интерпретации Rξ
как результата Uf измерения на идеальном ИП:
h(R,U ) = sup

f∈F
E∥R(ξ) − Uf∥2 ∼ min

R: X→U
. Эта погреш-

ность минимальна [1] при

R∗ =U (Σ−1/2
ν A)−Σ−1/2

ν (2)

и равна h(R∗,U ) = tr
(
U (A∗Σ−1

ν A)−1U∗) , где «− »
обозначает операцию псевдообращения, если

U (I −A−A) = 0, (3)

и равна бесконечности, если это условие не вы-
полнено.

Если же оператор Σν неизвестен, но из-
вестно ограничение на среднюю «энергию» шума
E∥ν∥2 = trΣν 6 δ2 (см. [1, § 1.7]), то наиболее
точная версия значения Uf есть

UA−ξ, (4)

и ее с.к. погрешность не превосходит
δ2∥U (A∗A)−U∗∥ . Условием конечности ее с.к.
погрешности также является U (I −A−A) = 0.

Цель настоящей работы — исследование случая,
когда A исследователю неизвестен, за исключени-
ем, быть может, априорной информации о матри-
це A (например, «матрица A — симметричная») или
о симметрии A по отношению к определенным пре-
образованиям, но исследователю доступны данные
тестовых измерений. При этом возникают различные
задачи:

1) оценивание отклика Af ИП A на сигнал f ,
который не может быть подан на вход прибора по
тем или иным причинам (например, когда прямой
измерительный эксперимент, т. е. взаимодействие
ИП с измеряемым объектом в состоянии, соответ-
ствующем интересующему исследователя состоянию
исследуемого объекта, и регистрация результата
измерения, слишком дорог или практически невы-
полним);

2) оценивание ИП A;
3) оценивание интересующей исследователя ха-

рактеристики Uf исследуемого объекта по резуль-
тату измерения ξ (1);

4) оценивание реализуемого оптимальным ВП
оператора R∗ редукции.

Первые два типа задач рассматриваются
в разд. 1, последние два — в разд. 2. При этом,
поскольку в задачах 1 и 3 и 2 и 4 исследователем
преследуются различные цели, то и решаются
эти задачи раздельно. Заметим, что, как правило,
используемый для интерпретации измерений ВП
выбирается соответствующим оцененному по те-
стовым измерениям A [2], а не непосредственно
по тестовым измерениям, в силу чего результат
интерпретации, как правило, неоптимален.

Пример. Пусть интересующая исследователя
(скалярная) величина f измеряется с неизвест-
ным «коэффициентом усиления» a и со случай-
ной погрешностью ν , имеющей нормальное рас-
пределение N (0,σ2) , т. е. результат измерения
ξ = af + ν ∼ N (af ,σ2) . Если значение a известно,
то эффективной оценкой f (в классе несмещен-
ных оценок [3]) является ξ/a . Неизвестный коэф-
фициент a оценивается по результатам тестовых
измерений ζ1, . . . , ζs одной и той же величины g,
причем погрешности измерений µ1, . . . ,µs незави-
симы в совокупности и имеют нормальное распре-
деление N (0,σ2). В этом случае â =

∑s
i=1 ζi/gs —

эффективная оценка a, причем â ∼ N (a,σ2/g2s),
а âf — эффективная оценка результата измерения.
Но, поскольку Eâ−1 не существует, оценка ξ/â
может сколь угодно сильно отклоняться от f .

Задача 3 близка к решаемой различными вариан-
тами метода слепой деконволюции [4–7]. В рассмат-
риваемом методе требуется проведение отдельных
тестовых измерений (т. е. измерений известного
входного сигнала). С другой стороны, в отличие от
метода слепой деконволюции, не требуется, чтобы
оператор A был типа свертки, не налагаются апри-
орные ограничения на вид A, при котором задача
разрешима (но учет таких априорных ограничений
в рассматриваемом методе возможен (см. замеча-
ние 4), не требуются априорные предположения об
измеряемом сигнале и отсутствуют ограничения на
погрешность измерения.

В [8–18] задача 3 рассматривается в похожей
постановке (также требуется построить оптималь-
ную оценку Uf по результату измерения ξ и ре-
зультатам тестовых измерений), но при случай-
ном, а не произвольном, как в настоящей рабо-
те, входном сигнале f . Кроме того, используемое
в [15–18] условие инвариантности заменяется бо-
лее общим (см. замечание 4). В [19–21] задача 3
также рассматривается в похожей постановке, но
в случае, если f и ν — реализации нечетких
векторов, а под оптимальной оценкой понимается
оценка максимальной возможности, т. е. значение
интересующей исследователя характеристики Uf ,
возможность которого максимальна при наблюден-
ных значениях ξ и ζ1, . . . , ζs . В частности, в [19, 21]
оценка получена при предположении, что нечеткие
векторы шума ν = (ν1, . . . , νdimX ) , входного сигна-
ла φ = (φ1, . . . ,φdimF ) , шумов тестовых измере-



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 65

ний µ1 = (µ11, . . . ,µ1dimX ), . . . ,µs = (µs1, . . . ,µsdimX )
и нечеткой матрицы Λ оператора A независимы
и имеют распределения возможностей

gν(x1, . . . , xdimX ) = g0

(
min

j=1,...,dimX
|xj|/σj

)
,

gφ(f1, . . . , fdimF ) = g0

(
min

i=1,...,dimF
|fi − f0,i|/σ(φ)

i

)
,

gµ1,...,µs(x11, . . . , x1dimX , . . . , xs1, . . . , xsdimX ) =

= g0

(
min

j=1,...,dimX ; k=1,...,s
|xkj|/σkj

)
,

gΛ(A11, . . . ,AnN ) =

= g0

(
min

i=1,...,dimF , j=1,...,dimX
|Aji −A0,ji|/σ(A)

ji

)
соответственно, где g0(·) : [0,∞) → [0, 1] — стро-
го монотонно убывающая произвольная функция,
g0(0) = 1, константы f0,i и A0,ji , i = 1, . . . , dimF ,
j = 1, . . . , dimX , определяют наиболее возможные
значения вектора φ и матрицы Λ, а также полу-
чено условие, определяющее оценку максимальной
возможности в общем случае. В [20, 21] предпола-
гается, что нечеткие векторы шума, входного сигна-
ла, шумов тестовых измерений µ1, . . . ,µs и нечет-
кой матрицы Λ оператора A независимы и име-
ют распределения возможностей gν(x) = g0(∥x∥2) ,
gφ(f ) ≡ 1 (входной сигнал априори произволен),

gµ1,...,µs(µ1, . . . ,µs) = g0

(
s∑

k=1

∥µk∥2

)
, gΛ(A) ≡ 1

(A априори произволен). В [22] рассматривается
задача минимизации погрешности синтеза прибора
U [1, гл. 9], а не погрешности синтеза Uf , как
в настоящей работе, а также не рассматривается
учет априорной информации об ИП. Иными слова-
ми, в [22] определялся оператор R , не минимизи-
рующий с. к. погрешность E∥Rξ −Uf∥2 , а миними-
зирующий отклонение RA от U (в смысле нормы
Гильберта–Шмидта) при ограничении на уровень
шума E∥Rν∥2 на выходе синтезированного прибора.

1. Восстановление модели измерительного
преобразователя и его отклика на измеряемый

сигнал

Рассмотрим задачу восстановления модели
линейного измерительного преобразователя [1,
§ 6.5.4], в которой описывающий его оператор A
априори задан как элемент параметрического класса
операторов в виде

A=
K∑

k=1

αkAk, (5)

где линейные операторы A1, . . . ,Ak известны, а век-
тор α = (α1, . . . ,αK)T параметров — произвольный
элемент RK — подлежит восстановлению. «Деталь-
ность» представления (5) может быть различной,
начиная со случая «полностью уточняемого» опе-

ратора, когда A =
dimX∑
k1=1

dimF∑
k2=1

αk1,k2Ek1,k2 , где Ek1,k2 —

линейный оператор, матричные элементы которого
в произвольном фиксированном базисе равны 0,
за исключением матричного элемента k1 -й строки
k2 -го столбца, который равен 1, αk1,k2 — матричные
элементы A, k1 = 1, . . . , dimX , k2 = 1, . . . , dimF ,
K = dimX dimF . В другом крайнем случае требу-
ется уточнить только «коэффициент усиления» A,
A= α1A1 , K = 1.

Постановка задачи (оптимального) восстановле-
ния модели ИП в значительной степени опреде-
ляется тем, как в дальнейшем будет использована
эта модель, поскольку критерий качества восста-
новления должен быть связан с критерием каче-
ства «использования» модели. Например, в задаче
прогноза измерения, в которой требуется получить
отклик A на входной сигнал f , который реально
не может быть подан на вход ИП, значение Af
рассчитывается на основе модели A, восстановлен-
ной путем измерений известных (тестовых) сигналов
g1, . . . , gs . В этой задаче на основании измерений

ζi = Agi + µi, i = 1, . . . , s, (6)

где µi — погрешность i -го тестового измерения,
требуется получить наиболее точную версию
Af , что и определяет критерий качества оцени-
вания A.

Измерения (6) с учетом представления A в виде
(5) могут быть записаны в виде схемы измерения α :

ζ1
...

ζs


︸ ︷︷ ︸

ζ

=


A1g1 · · ·AKg1

...
. . .

...

A1gs · · ·AKgs


︸ ︷︷ ︸

T


α1
...

αK


︸ ︷︷ ︸

α

+


µ1
...

µs


︸ ︷︷ ︸

µ

. (7)

Соответственно

Af =
K∑

k=1

αkAkf = (A1f , . . . ,AKf )︸ ︷︷ ︸
Uf

α (8)

и рассматриваемая задача оказывается идентич-
ной (2), если известен ковариационный оператор
Σµ погрешности тестовых измерений µ . Соот-
ветственно необходимое и достаточное условие
возможности линейного прогноза (т. е. возможно-
сти оценить погрешность прогноза) имеет вид
Uf (I − T−T ) = 0. То же самое можно выразить
в форме включения N (T ) ⊂ N (Uf ) , означающего,
что для любых α1, . . . ,αK , удовлетворяющих усло-

вию
K∑

k=1
αkAkgi = 0, i = 1, . . . , s , должно выполняться

равенство
K∑

k=1
αkAkf = 0. Наиболее точной (в с. к.)

линейной версией Af будет

Âf =Uf (Σ
−1/2
µ T )−Σ−1/2

µ ζ, (9)

с. к. погрешность которой равна

E∥Âf −Af∥2 = trUf (T∗Σ−1
µ T )−U∗

f . (10)
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Рис. 1. Прогноз (в) результата (б) измерения (а). Исследователю известны результаты ζ1 –ζ3 (ж–и) тестовых
измерений известных сигналов g1 –g3 (г–е), пораженные белым шумом с дисперсией σ2 = 10−2 , входной
сигнал (а), отклик ИП на который его интересует, и то, что ИП описывается симметричной аппаратной
функцией ширины не более 11. В действительности же A соответствует прямоугольной аппаратной

функции (11) ширины 5. Видно, что отклик и его прогноз отличаются незначительно

В качестве иллюстрации рассмотрим задачу оце-
нивания отклика Af ИП на заданный входной сиг-
нал f с помощью тестовых измерений по схеме (6),
если о матрице A известно, что это теплицева сим-
метричная ленточная матрица с ограниченной ши-
риной ленты, т. е. матричные элементы Aij = a|i−j| ,
|i − j| 6 c , Aij = 0, |i − j| > c . Матричные элементы
фактически использовавшегося оператора A выбра-
ны следующим образом:

Aij =

{
1, |i− j|6 (w − 1)/2,

0, |i− j| > (w − 1)/2,
i, j = 1, . . . ,M, (11)

где w = 5 — «ширина» аппаратной функции из-
мерительного преобразователя, моделируемого опе-
ратором A, а случайные погрешности измерений
имеют нулевое математическое ожидание и корреля-
ционный оператор Σν = σ2I . Результаты оценивания
в этом случае приведены на рис. 1.

Решение задачи восстановления модели A может
быть получено аналогично, если заметить, что

A=
K∑

k=1

αkAk = (A1, . . . ,AK)︸ ︷︷ ︸
UA

α,

откуда самая точная в с. к. (в смысле нормы Гиль-
берта–Шмидта ∥·∥hs ) линейная оценка Â операто-
ра A получается из (9) заменой Uf на UA :

Â=UA(Σ−1/2
µ T )−Σ−1/2

µ ζ, (12)

а ее погрешность E∥Â − A∥2
hs = trUA(T∗Σ−1

µ T )−U∗
A

конечна при условии UA(I −T−T ) = 0. Как видно,
если погрешность оценивания A конечна, то Âf = Âf
для любого f , что связано с тем, что характеризу-
ющие погрешности E∥Â−A∥2

hs и E∥Âf −Af∥ нормы
∥·∥hs и ∥·∥ в известном смысле согласованы.

2. Восстановление модели оптимального
вычислительного преобразователя

Пусть, в отличие от рассмотренного во введении
случая, оператор A исследователю неизвестен, одна-
ко ему доступны результаты измерений по схеме (1)
ζ1, . . . , ζs известных (тестовых) сигналов g1, . . . , gs ,
ζi = Agi +µi , i = 1, . . . , s , где шумы µ1, . . . ,µs имеют
нулевое математическое ожидание, невырожденный
ковариационный оператор Σµ и ν и µ1, . . . ,µs неза-
висимы. Исследователя интересует наиболее точная
версия характеристики Uf исследуемого объекта по
этим данным и априорной информации об ИП.

Пусть также известно, что оптимальный оператор
редукции R∗ в (2), соответствующий неизвестному
A и реализуемый оптимальным вычислительным
преобразователем, допускает представление

R∗ =
K∑

i=1

riRi, (13)

где линейные операторы R1, . . . ,RK известны (опре-
деляются априорной информацией о приборе), а век-
тор r = (r1, . . . , rK)T — нет. Например, если известно,
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что оператор A допускает разложение (5), в качестве
R1, . . . ,RK естественно выбрать базис минимально-
го (по включению) линейного пространства, вклю-
чающего{

U (Σ−1/2
ν A′)−Σ−1/2

ν

∣∣∣∣∣A′ =
K′∑
k=1

αkAk

}
, (14)

где числа α1, . . . ,αK принимают все априори воз-
можные значения. В частности, если уточняется
только «коэффициент усиления», K′ = 1, A = α1A1 ,
то K = 1, R1 =U (Σ−1/2

ν A1)−Σ−1/2
ν , если же оператор

Σν — невырожденный, а оператор A полностью

неизвестен, A =
dimX∑
k1=1

dimF∑
k2=1

αk1,k2Ek1,k2 , где Ek1,k2 —

линейный оператор, матричные элементы которого
в произвольном фиксированном базисе равны 0,
за исключением матричного элемента k1 -й строки
k2 -го столбца, который равен 1, то K′ = rkU ·dimX ,
R1, . . . ,RN — произвольный базис линейного про-
странства линейных операторов X →U , т. е.

R =
rkU∑
k1=1

∑
k2=dimX

rk1,k2E
′
k1,k2

, (15)

где E′
k1,k2

— линейный оператор, матричные эле-
менты которого равны 0, за исключением матрич-
ного элемента k1 -й строки k2 -го столбца, который
равен 1, в произвольном фиксированном базисе X
и произвольном фиксированном базисе U , первые
rkU векторов которого образуют базис образа U .

При этих условиях значения Ug1, . . . ,Ugs мо-
гут рассматриваться как пораженные шумами
Rµ1, . . .Rµs отклики оптимального ВП на сигналы
ζ1, . . . , ζs , а R∗ξ для известного A — как его отклик
на сигнал ξ. Иными словами, тестовые измерения
могут быть записаны в виде схемы измерения век-
тора r :

Ug1
...

Ugs


︸ ︷︷ ︸

v

=


R1ζ1 · · · RKζ1

...
. . .

...

R1ζs · · · RKζs


︸ ︷︷ ︸

S


r1
...

rK


︸ ︷︷ ︸

r

+


R∗µ1

...

R∗µs


︸ ︷︷ ︸

θ

,

(16)
а интересующая исследователя наиболее точная вер-
сия отклика оптимального ВП — в виде

R∗ξ =
K∑

k=1

rkRkξ = (R1ξ, . . . ,RKξ)︸ ︷︷ ︸
Uξ

r, (17)

аналогично рассмотренной в разд. 1 задаче про-
гнозирования отклика измерительного прибора, но,
в отличие от нее, ковариационный оператор случай-
ного вектора θ неизвестен, поскольку неизвестен
сам оператор R∗ . Таким образом, задача оценивания
сводится к задаче вида (4).

Теорема 1. Если оператор A исследователю неиз-
вестен, но ему доступны результаты измере-

ний по схеме (1) ζ1, . . . , ζs известных сигналов
g1, . . . , gs , ζi = Agi + µi , i = 1, . . . , s , где шумы
µ1, . . . ,µs имеют нулевое математическое ожи-
дание, невырожденный ковариационный оператор
Σµ и ν и µ1, . . . ,µs независимы, а оператор
редукции R∗ измерения ξ к Uf при истинном A

допускает представление R∗ =
K∑

i=1
riRi , где линей-

ные операторы R1, . . . ,RK известны, то наиболее
точная линейная несмещенная оценка Ûf интере-
сующей исследователя характеристики Uf есть

Ûf =UξS−v = R̂ξ, (18)

где R̂
def
=
∑K

k=1 Rk(S−v)k , Uξ
def
= (R1ξ, . . . ,RKξ) , S

def
=

R1ζ1 · · · RKζ1
...

. . .
...

R1ζs · · · RKζs

 , v
def
=


Ug1

...

Ugs

 . Ее с к. по-

грешность конечна при выполнении условий
Uξ(I −S−S) = 0 и U (I −A−A) = 0 .

Доказательство. Несмещенность и оптимальность
полученной оценки следует из несмещенности и оп-
тимальности [1, § 1.6] R∗ξ как оценки Uf , несме-
щенности и оптимальности [1, § 6.5.4] (также
см. разд. 1) UxS−v как оценки R∗x при любом x ∈ X
и независимости Uξ и S−v (вследствие независимо-
сти ν и µ1, . . . ,µs ).

То, что с к. погрешность полученной оценки
конечна при выполнении условия Uξ(I −S−S) = 0,
следует из свойств оценки (4) (при указанных усло-
виях конечна погрешность оценки коэффициентов
в разложении (13) и, следовательно, конечно с. к.
отклонение R̂ξ от R∗ξ ; с. к. отклонение R∗ξ от Uf
также конечно). �

Восстановленный таким образом R∗ будет, вооб-
ще говоря, отличаться от U (Σ−1/2

ν Â)−Σ−1/2
ν , где Â —

восстановленная согласно (12) модель измерительно-
го преобразователя.

Замечание 1. Хотя, как отмечалось выше, ковариа-
ционный оператор случайного вектора θ неизвестен,
поскольку заранее неизвестен сам оператор R∗ ,
в случае если погрешности тестовых измерений
µ1, . . . ,µs не коррелируют и имеют одинаковые
ковариационные операторы, качество оценки (18)
такое же, как и качество аналогичной оценки при
известном ковариационном операторе Σθ .

В случае если указанное условие не выполняется,
учесть ковариационный оператор Σµ погрешностей
тестовых измерений можно, используя вместо (18)
оценку R̂nlξ , где R̂nl — решение системы уравненийR =

∑K
k=1 Rk

((
Σ̂−1/2

θ S
)−

Σ̂−1/2
θ v

)
k
,

Σ̂θ = R(s)ΣµR(s),

аналогичного (18) в случае известного Σθ при его
замене оценкой, полученной с помощью оценки R∗ .
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Если погрешности тестовых измерений µ1, . . . ,µs не
коррелируют и имеют одинаковые ковариационные
операторы, то оценки R̂ξ и R̂nlξ совпадают.

Замечание 2. В силу независимости Uξ и S−v
и поскольку (EU∗

ν Uν)k,k′ = (Σν,R∗
kRk′)hs , то с. к. по-

грешность

E∥Û f−Uf∥2 = trEU∗
ξ UξE(S−v)(S−v)∗−tr(Uf )(Uf )∗ =

= trEU∗
ν UνE(S−θ)(S−θ)∗ =

=
K∑

k,k′=1

(Σν,R∗
kRk′)hs(S−R(s)

∗ ΣµR(s)
∗

∗
S−∗

)kk′ ≈

≈
K∑

k,k′=1

(Σν,R∗
kRk′)hs(S−R̂(s)ΣµR̂(s)∗S−∗

)kk′ , (19)

где R(s)
∗ =


R∗ 0 · · · 0

0 R∗ · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · R∗

 — блочно-диагональ-

ная матрица (s× s блоков), Σµ — матрица ковариа-

ционного оператора случайного вектора µ =


µ1
...

µs

 ,

и в последнем (приближенном) равенстве вместо R∗

используется его оценка R̂ вследствие ее оптималь-
ности в классе линейных оценок.

Как можно заметить, в погрешности (19)
матрица, образуемая элементами (Σν,R∗

kRk′)hs ,
k, k′ ∈ 1, . . . ,K, характеризует вклад в по-
грешность неточности измерения ξ = Af + ν ,
а матрица S−R̂(s)ΣµR̂(s)∗S−∗ — вклад неточ-
ности тестовых измерений. Поэтому если
∥S−R̂(s)ΣµR̂(s)∗S−∗∥hs ≪

∑K
k,k′=1(Σν,R∗

kRk′)2hs , то для
повышения точности оценки интересующей ис-
следователя характеристики целесообразно повто-
рить измерение, а в противоположном случае
∥S−R̂(s)ΣµR̂(s)∗S−∗∥hs ≫

∑K
k,k′=1(Σν,R∗

kRk′)2hs — про-
извести больше тестовых измерений.

Замечание 3. Поскольку в (17) не используется
ковариационный оператор случайного вектора θ ,
утверждение теоремы 1 выполняется и в том случае,
когда g1, . . . , gs также известны не точно, а со
случайной погрешностью с нулевым математическим
ожиданием.

Выполнение условия представимости R∗ в виде
(13), как правило, менее очевидно, чем выполнение
условия представимости A в виде (5). Поэтому
может быть целесообразно использовать наиболее

общее и всегда априори допустимое представление
(15) и имеющиеся у исследователя представления
о том, как будет изменяться выходной сигнал ИП
при известном изменении его входного сигнала,
согласно следующему замечанию.

Замечание 4. Имеющаяся у исследователя инфор-
мация о структуре оператора A может также быть
учтена следующим образом. Пусть B : F → F ,
C : X → X — такие линейные операторы, что для
тестового сигнала g1 выполняется ABg1 = CAg1 для
всех априори возможных A (например, для операто-
ра A типа свертки это выполняется для операторов
«сдвига», соответствующих смещению регистрируе-
мого сигнала). Тогда если ζ1 — результат измерения
тестового сигнала g1 , то Cζ1 может рассматриваться
как результат измерения тестового сигнала Bg1

(разумеется, с другим ковариационным оператором
шума CΣµ1C

∗ , что не влияет на значение (18)).
Этот подход применим и в случае восстановления

модели линейного ИП, но там он не предпочтителен
по сравнению с «более явным» выражением инфор-
мации о структуре и симметрии ИП заданием раз-
ложения (5), поскольку увеличивает объем вычис-
лений при одинаковом результате. В этом же случае
представление (13), выражающее информацию о ВП,
может передавать ее не полностью, например при
K > K′ в (14), и, следовательно, без применения
этого замечания для восстановления модели опти-
мального ВП требуется больше тестовых измерений,
чем для восстановления используемого в паре с ним
ИП. Условия замечания 1 при этом, очевидно, не
выполняются.

В отличие от [15, 17, 18], в этом замечании
не предполагается, что допустимые преобразования
образуют группу, что может быть существенно при
учете «краевых эффектов»1, в частности не требует-
ся обратимость B и C , и не требуется совпадения
B и C .

В качестве иллюстрации применения теоремы 1
и замечания 4 рассмотрим задачу оценивания вход-
ного сигнала f ИП (т. е. U = I ) по его измерению ξ ,
полученному по схеме (1), и тестовым измерениям
по схеме (6), если известно, что матрица A —
симметричная теплицева. Поскольку при этом A —
симметричный оператор типа свертки, то в заме-
чании 4 B и C — операторы «сдвига» и «отра-
жения» сигнала. Матричные элементы истинного
оператора A определяются формулой (11) при w = 5,
а случайные погрешности измерений имеют нулевое
математическое ожидание и корреляционный опера-
тор Σν = σ2I . Результаты оценивания в этом случае
приведены на рис. 2.

Решение задачи оптимального в с. к. (в смысле

1 Например, пусть тестовый сигнал g2 и результат его измерения ζ2 , изображенные на рис. 2 е, и, «сдвигаются
влево» операторами B и C так, что Bg2 = 0, но Cζ2 ̸= 0, т. е. на расстояние, меньшее ширины аппаратной функции.
Тогда Cζ2 не может быть результатом измерения Bg2 , что, если множество допустимых отображений должно быть
группой, требует отклонить всю группу сдвигов в качестве допустимых отображений.
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Рис. 2. Редукция результата (б) измерения (а): (в) — исследователь имеет результаты (ж–к) измерений
тестовых сигналов (д–ж) g1, g2, g3 , результат измерения интересующего его сигнала (б) и знает, что A —
симметричный оператор типа свертки; (г) — исследователь имеет результат измерения интересующего его
сигнала (б) и точно знает A. Все результаты измерений поражены белым шумом с дисперсией σ2 = 10−2 .
Истинный A соответствует прямоугольной аппаратной функции ширины 5. Видно, что всего трех тестовых
измерений и априорной информации о виде A достаточно для синтеза оценки f̂ , на которой уверенно

различимы «пики» и «плато» исходного сигнала

нормы Гильберта–Шмидта ∥·∥hs ) восстановления R∗
может быть получено аналогично, если заметить,
что

R∗ =
K∑

k=1

rkRk = (R1, . . . ,RK)︸ ︷︷ ︸
UR

r,

откуда самая точная в с. к. (в смысле нормы Гиль-
берта–Шмидта ∥·∥hs ) линейная оценка R̂ оператора
R∗ получается из (18) заменой Uf на UR :

R̂ def=
K∑

k=1

Rk(S−v)k,

а ее погрешность конечна при условии
UR(I −S−S) = 0.

Заключение

Как показано в статье, в случае неизвестной
исследователю точной модели ИП, но при возможно-
сти проведения тестовых измерений, исследователь
может синтезировать с помощью тестовых измере-
ний как отклик ИП, так и результат оптимальной

интерпретации результата измерения, причем и то
и другое — оптимальным (в с. к.) образом. Име-
ющаяся у исследователя информация о симметрии
ИП (например, если моделирующий ИП оператор —
типа свертки, то результаты одновременных «сдви-
гов» и «отражений» возможных входных сигналов
и измерений также являются возможными входными
сигналами и измерениями) также может быть учте-
на, что может существенно сокращать количество
тестовых измерений, требуемое для достижения при-
емлемой для исследователя точности интерпретации.
При этом предложенный в статье метод не требует
априорного знания того, что входной сигнал — слу-
чайный вектор с известным математическим ожида-
нием и ковариационным оператором.

Автор выражает искреннюю благодарность свое-
му научному руководителю профессору Ю.П. Пы-
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суждение.
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The empirical construction of mathematical models of measuring and optimal computing transducers

D.A. Balakin

Department of Mathematical Modeling and Computer Science, Faculty of Physics, Lomonosov Moscow
State University, Moscow 119991, Russia.
E-mail: balakin_d_a@physics.msu.ru.
It follows from the theory of measuring-computing systems [1] that the requirements for a measuring
transducer (MT) that converts an external influence into an electric signal in order to obtain the maximal
interpretation accuracy are significantly different depending on how it is going to function: by itself or as
a part of a measuring-computing transducer (MCT) as its component. In the first case, the maximal accuracy
has to be provided by the MT and it is bounded by physical laws. In the second case, it has to be provided
by the MCT, which is considered to be a measuring device for the same or a different purpose, in particular,
that of the “perfect” device for a researcher.
The accuracy of an MCT is determined by both the mathematical properties of its model and the “quality” of
the algorithm that converts MT output into a form determined by the measurement objective that is achieved
by a computing transducer (CT) as a component of the MCT. For any specific mathematical model of the
MCT this algorithm has to provide the maximal quality of the MCT. An MT that is optimal for that purpose
can often be different from an MT that is optimal by itself.
As a rule, the exact mathematical model of the MT and, hence, the algorithm of the CT that is optimal
for it, are not known to the researcher, but he can perform test measurements of known input signals
that simulate the interaction of the MT and the measured object using the MT. The aim of this article
is to use test measurements to synthesize both the response of an MT with an unknown model and the
optimal interpretation of the measurement result, i. е., the output signal of the MCT. It is shown that even
without knowing the exact MT model, but with the ability to perform test measurements on the same MT
a researcher is able to synthesize both the MT response and the results of the interpretation of measurement
results, both in an optimal way.

Keywords: measurement reduction, optimal decisions, measuring-computing systems, test measurements.
PACS: 02.50.Le.
Received 5 July 2016.

English version: Moscow University Physics Bulletin. 2017. 72, No. 2. Pp. 168–175.

Сведения об авторе

Балакин Дмитрий Александрович — аспирант; тел.: (495) 939-41-78, e-mail: balakin_d_a@physics.msu.ru.

http://dx.doi.org/10.1364/AO.41.006884
http://dx.doi.org/10.1364/AO.41.006884
http://dx.doi.org/10.1109/CVPR.2011.5995521
http://dx.doi.org/10.1109/CVPR.2011.5995521
http://dx.doi.org/10.1109/CVPR.2011.5995521
http://dx.doi.org/10.1016/j.image.2013.05.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.image.2013.05.001
http://dx.doi.org/10.1109/CVPR.2011.5995308
http://dx.doi.org/10.1109/CVPR.2011.5995308
http://dx.doi.org/10.1109/CVPR.2011.5995308
http://vmu.phys.msu.ru/file/2001/6/01-6-03.pdf
http://vmu.phys.msu.ru/file/2001/6/01-6-03.pdf
http://vmu.phys.msu.ru/file/2001/6/en-01-56-6-001.pdf
http://vmu.phys.msu.ru/file/2001/6/en-01-56-6-001.pdf
http://vmu.phys.msu.ru/file/2004/3/04-3-15.pdf
http://vmu.phys.msu.ru/file/2004/3/04-3-15.pdf
http://vmu.phys.msu.ru/file/2004/3/en-04-59-3-019.pdf)
http://vmu.phys.msu.ru/file/2004/3/en-04-59-3-019.pdf)
http://dx.doi.org/10.3103/S0027134917020059

