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Рассматривается вопрос о структуре оператора, определяющего парциальные условия
излучения в скалярной задаче теории дифракции. Нелокальные краевые условия определяются
рядом, задающим некоторый интегро-дифференциальный оператор. Выделяются в явном виде
главная часть этого оператора, имеющая вид гиперсингулярного оператора, и члены, имеющие
особенности более низкого порядка. Оставшаяся часть ряда определяет интегральный оператор
с непрерывным ядром, задаваемый быстро сходящимся рядом.
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Введение

Неограниченность области, в которой рассмат-
ривается задача дифракции, затрудняет непосред-
ственное применение к ее решению метода конечных
элементов. В результате для решения подобных
задач широкое распространение получил метод ин-
тегральных уравнений. В то же время применение
метода интегральных уравнений к анализу задачи
дифракции на теле с переменным показателем пре-
ломления приводит при решении более или менее
реалистичных задач к весьма большим запросам
компьютерной памяти, учитывая необходимость ре-
шения объемных интегральных уравнений.

Задача дифракции может быть сведена к задаче
в конечной области с нелокальными краевыми усло-
виями, что было осуществлено в работах А. Г. Свеш-
никова [1–3]. Применительно к скалярной зада-
че дифракции подобные условия при применении
сеточных методов использовались для дифракции
в волноводах в [4] и для дифракции в свободном
пространстве в [5, 6] совместно с методом конечных
элементов. Приведенные примеры расчетов показы-
вают, что на основе метода конечных элементов воз-
можна разработка программ для решения широкого
круга задач дифракции на системе нескольких тел
сложной формы. При этом рассеиватели могут быть
как проницаемыми, так и непроницаемыми.

Учитывая, что парциальные условия излучения
формально подобны условиям третьего рода, зада-
ваемым бесконечным функциональным рядом, воз-
никает вопрос о количестве членов, которые необ-
ходимо учитывать при вычислении ряда. Подобный
вопрос на практике часто решается эмпирическим
путем, на основе серии пробных расчетов, что яв-

ляется не вполне удовлетворительным. Для ответа
на вопрос об аппроксимации оператора парциальных
условий излучения мы выделяем из функциональ-
ного ряда главную часть, задаваемую гиперсин-
гулярным интегральным оператором, и операторы
с меньшими особенностями до тех пор, пока остав-
шийся функциональный ряд не становится равно-
мерно сходящимся, при этом общий член ряда не
превосходит величины порядка 1/n3. Замена беско-
нечного ряда конечным вносит погрешность, которая
элементарно оценивается. Выделение особенностей
оператора, задающего парциальные условия излу-
чения, осуществлялась ранее для краевой задачи
для уравнений Максвелла [9]. Однако рассмотрение
скалярной задачи для уравнения Гельмгольца обла-
дает своей спецификой и приводит к операторам,
отличающимся от полученных ранее. Заметим, что
еще одним часто применяемый на практике метод —
это использование так называемых поглощающих
граничных условий [7]. Однако оценка погрешности,
которую вносят подобные условия, является само-
стоятельной задачей, учитывая их приближенный
характер.

Постановка задачи и метод ее решения

Рассмотрим краевую задача для уравнения
Гельмгольца

∆u + k2q(x, y, z)u = f (x, y, z), (x, y, z) ∈ R3, (1)

с условиями излучения Зоммерфельда

∂u
∂r

− iku = o
(

1
r

)
. (2)

Считаем, что q ≡ 1, f ≡ 0 вне некоторого шара
радиуса R.
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Напомним постановку парциальных условий из-
лучения [1]. Как известно [1], решение вне сферы
радиуса R представимо в виде

u =
∑
nm

cnm
H (1)

n+1/2(kr)√
r

Ym
n (θ,ϕ), (3)

где Ym
n (θ,ϕ) = Pm

n (cos θ)eimϕ , cnm — константы. Диф-
ференцируя представление поля в виде ряда по r
и выражая неизвестные константы через значения
поля на сфере радиуса R как

cnm =
(u,Ym

n )L2(Ω)

H (1)
n+1/2(kR)||Ym

n ||2L2

,

где Ω — сфера радиуса R , получим известное
краевое условие [1]

∂u
∂r

=
∑
nm

d
dr

H (1)
n+1/2(kr)√

r |r=R

H (1)
n+1/2(kR)
√

R

(u,Ym
n )L2(Ω)

||Ym
n ||2L2

.

Таким образом, задача в неограниченнй области
сводится [1] к задаче в шаре с краевым условием

∂u
∂r

= Hu,

где оператор H определяется рядом

Hu =
∑
nm

ζn
(u,Ym

n )L2(Ω)

||Ym
n ||2L2

, (4)

где коэффициенты ζn равняются

ζn =
d
dr

H (1)
n+1/2(kr)√

r |r=R

H (1)
n+1/2(kR)
√

R

.

Докажем, что коэфициенты ζn растут как n. От-
сюда следует, что H не является интегральным
оператором.

Оператор H представим в виде суммы инте-
гро-дифференциального оператора и суммы опера-
торов со все менее сингулярными ядрами. Преобра-
зуем ζn следующим образом:

ζn =
d
dr

H (1)
n+1/2(kr)√

r |r=R

H (1)
n+1/2(kR)
√

R

=

= − 1
2R

+ k
d
dxHn+1/2(x)

Hn+1/2

∣∣∣∣
x=kR

d
dxHn+1/2(x)

Hn+1/2
=

= −
n + 1

2

x
+

x
2
(
n− 1

2

) + Rn.

Докажем, что |Rn|6 C
n3 . Используя рекуррентные

формулы для Hν [8], преобразуем d
dxHν

/
Hν к виду

d
dxHν

Hν
= −ν

x
+

x

2(ν− 1)
(
1− x

2(ν−1)
Hν−2

Hν−1

) =

= −ν

x
+

x
2(ν− 1)

+ Rν(x),

где

Rν =
x

2(ν− 1)
(
1− x

2(ν−1)
Hν−2

Hν−1

) − x
2(ν− 1)

=

= −
(

x
2(ν− 1)

)2 Hν−2

Hν−1

1

1− x
2(ν−1)

Hν−2

Hν−1

=

= −x2

8
1

(ν− 1)2(ν− 2)
×

× 1(
1− x

2(ν−2)
Hν−3

Hν−2

)(
1− x

2(ν−1)
Hν−2

Hν−1

) .

Из формулы Никольсона [8] следует:
∣∣∣Hν−1

Hν

∣∣∣6 1

∀ ν > 1. В результате(
1− x

2(ν− 2)
Hν−3

Hν−2

)(
1− x

2(ν− 1)
Hν−2

Hν−1

)
> 1

C
,

где C — константа. Отсюда |Rν|6 C
ν3 . В результате

d
dxHn+ 1

2
(x)

Hn+1/2
= −

n + 1
2

x
+

x
2(n− 1

2 )
+ Rn,

где |Rn|6 C
n3 .

Отсюда вытекает, что коэффициенты ζn предста-
вимы в виде

ζn = − n
R

− 1
R

+
k2R

2
(
n− 1

2

) + Rn, |Rn|6
C
n3 .

Не составляет труда получить большее число чле-
нов в разложении ζn, что приводит лишь к более
громоздким формулам для остаточного члена. Для
нас важно, что

Rn =
C(

n− 1
2

)2 (
n− 3

2

) + Rn,

где C — константа, |Rn| убывает как 1
n5 .

Наша цель — явное определение операторов,
выделяемых главными членами ряда. Используем
следующие известные формулы:

R2

4π
∂

∂nM0

∫
Ω

∂

∂nM

1
rMM0

Ym
n (θ,ϕ)dΩ =

=
n(n + 1)
R(2n + 1)

Ym
n (θ0,ϕ0). (5)

Данная формула, приведенная в [10], позволяет
выделить интегро-дифференциальный (гиперсингу-
лярный) оператор из (4).

Кроме того, будем применять приведенное в [10]
соотношение

R2

4π

∫
Ω

1
rMM0

Ym
n (θ,ϕ)dΩ =

R
2n + 1

Ym
n (θ0,ϕ0). (6)

Формулы (5), (6) позволяют преобразовать ряды,
связанные с главным членом n

R в разложении ζn
в представлении оператора H (4) к явно задавае-
мых интегро-дифференциальному и интегральному
операторам.
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Для преобразования рядов, связанных c членом
k2R

2(n− 1
2 )

, будем использовать формулу

− 1
2πR2

∫
Ω

ln sin
γ

2
Ym

n (θ,ϕ)dΩ =
1

n(n + 1)
Ym

n (θ0,ϕ0),

(7)
где cos γ = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ϕ − ϕ0), γ —
угол между векторами rM и rM0 , приведенную
в [11], и формулу (см. [12])√

1− x
2

=
2
3
− 2

∞∑
n=1

1
(2n− 1)(2n + 3)

Pn(x), (8)

откуда получим√
1− cos

γ

2
= sin

γ

2
=

=
2
3
− 1

2

∞∑
n=1

1(
n− 1

2

) (
n + 3

2

)Pn(cos γ) =

=
2
3
− 1

2

∑
nm

1(
n− 1

2

) (
n+ 1

2

) (
n+ 3

2

) Ym
n (ϕ, θ)Ym

n (θ0,ϕ0)
||Ym

n ||2
.

Преобразуем ряд, определяющий оператор, сле-
дующим образом. В силу

1
2
n =

n(n + 1)
2n + 2

− n
2(2n + 1)

получим

−
∑
nm

n
R

(u,Ym
n )L2

||Ym
n ||2

Ym
n = −2

∑
nm

1
R

n(n + 1)
2n + 1

(u,Ym
n )L2

||Ym
n ||2

+

+
∑
nm

1
R

n
2n + 1

(u,Ym
n )L2

||Ym
n ||2

Ym
n .

В результате

−
∑
nm

1
R

n(n + 1)
2n + 1

(u,Ym
n )L2

||Ym
n ||2

=

=
∑
nm

(u,Ym
n )L2

||Ym
n ||2

R2

4π
∂

∂n0

∫
Ω

∂

∂n
1

rMM0

Ym
n dΩ =

=
R2

4π
∂

∂n0

∫
Ω

∂

∂n
1

rMM0

∑
nm

(u,Ym
n )L2

||Ym
n ||2

Ym
n dΩ =

=
R2

4π
∂

∂n0

∫
Ω

∂

∂n
1

rMM0

u dΩ.

Таким образом, главная часть оператора H
определяется интегро-дифференциальным операто-
ром R2

4π
∂
∂n

∫
Ω

∂
∂n0

1
rMM0

u dΩ. Далее, поскольку

n
2n + 1

=
1
2
− 1

2(2n + 1)
,

получим

1
2R

∑
nm

(u,Ym
n )L2

||Ym
n ||2

Ym
n =

1
2R

u.

Кроме того,

1
2R2

∑
nm

R
2n + 1

(u,Ym
n )L2

||Ym
n ||2

Ym
n =

=
∑
nm

(u,Ym
n )L2

||Ym
n ||2

1
8π

∫
Ω

Ym
n

rMM0

dΩ =

=
1
8π

∫
Ω

Ym
n

rMM0

∑
nm

(u,Ym
n )L2

||Ym
n ||2

dΩ =
1
8π

∫
Ω

1
rMM0

u dΩ.

Поскольку

1
2n− 1

=
2

2n + 1
+

1(
n− 1

2

) (
n + 1

2

) ,

для члена 1
2n+1 приходим к уже найденному инте-

гральному оператору.
Остается рассмотреть ряд, определяемый величи-

ной 1
(n− 1

2 )(n+ 1
2 )

.

Учитывая, что

1(
n− 1

2

) (
n + 1

2

) =
1

n(n + 1)
+

1(
n− 1

2

) (
n + 1

2

) (
n + 3

2

)+

+
6n + 3

8n(n + 1)
(
n− 1

2

) (
n + 1

2

) (
n + 3

2

) ,

выделяем операторы, отвечающие коэффициентам
1

n(n+1) и 1
(n− 1

2 )(n+ 1
2 )(n+ 3

2 )
:

1
4

∑
nm

1
n(n + 1)

(u,Ym
n )L2

||Ym
n ||2

Ym
n =

= −1
8

1
πR2

∫
Ω

ln sin
γ

2

∑
nm

(u,Ym
n )L2

||Ym
n ||2

Ym
n dΩ =

= −1
8

1
πR2

∫
Ω

ln sin
γ

2
u dΩ.

Далее∑
nm

1(
n− 1

2

) (
n + 1

2

) (
n + 3

2

) (u,Ym
n )L2

||Ym
n ||2

Ym
n =

=
4
3

∫
Ω

u dΩ− 1
R

∫
Ω

rMM0u dΩ.

Подобного вида дополнительное слагаемое получит-
ся при рассмотрении члена в разложении ζn, убы-
вающего как 1

n3 . Поскольку вычисления аналогичны
приведенным, приводить их более не будем.

В результате получим следующее краевое усло-
вие на поверхности сферы, ограничичвающей об-
ласть, занятую телами, на которых происходит рас-
сеяние волн, и их источниками:

∂u
∂r

= C1
∂

∂n0

∫
Ω

∂

∂n
1

rMM0

u dΩ+
1
2
u +C2

∫
Ω

1
rMM0

u dΩ+

+C3

∫
Ω

ln sin
γ

2
u dΩ+C4

∫
Ω

u dΩ+C5

∫
Ω

rMM0u dΩ+

+
∑
nm

R̃n
(u,Ym

n )L2

||Ym
n ||2

Ym
n , (9)
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где коэффициенты Ci, i = 1, . . . , 5, зависят только
от k и R и вычисляются в явном виде. При этом
коэффициенты R̃n убывают не медленее, чем 1

n4 .

Заключение

Результаты применения метода конечных эле-
ментов к задаче дифракции показывают возмож-
ность решения этим методом широкого класса задач
с существенно меньшими запросами компьютерного
времени и памяти, чем методом интегральных урав-
нений. Использование парциальных условий излу-
чения позволяет рассматривать краевые условия на
сфере, максимально приближенной к рассеивателю.

В то же время встает вопрос о количестве членов
ряда, которые необходимо учитывать при задании
парциальных условий излучения.

В настоящей работе оператор, определяющий
парциальные условия излучения, представлен в виде
суммы гиперсингулярного оператора, суммы инте-
гральных операторов с ядрами увеличивающейся
гладкости и остатка, определяемого быстро сходя-
щимся рядом. Применение подобного оператора при
решении задачи дифракции сеточными методами
позволяет оценить погрешность вносимую усечени-
ем бесконечного ряда.
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The structure of an operator that determines the partial conditions of radiation in the scalar problem of
diffraction theory is considered. Nonlocal boundary conditions are determined by a series setting a certain
integro-differential operator. The principal part of this operator is presented in the explicit form of a hyper-
singular operator and its components with lower-order singularities. The remaining rapidly converging part
of the functional series determines an integral operator with a continuous kernel.
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