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В настоящей статье излагается общий метод вычисления нелинейных колебаний 
свободной поверхности тяжелой жидкости, заключенной в бесконечно глубокий прямо­
угольный бассейн. Найдены квадратичные поправки по амплитуде к линейной теории.

Пусть движение жидкости, заключенной в прямоугольный беско­
нечно глубокий бассейн, описывается потенциалом и. На свободной 
поверхности жидкости должны выполняться условия:

+  “ (grad и)2 +  gr{ =  0 , ( 1 )

ди ди дт) ди дг; дг) __ ^

dz дх дх ду ду dt ’ .

где ц(х, у, t) = 2  — уравнение свободной поверхности. Кроме того, по­
тенциал и внутри жидкости ( z < 0 ) должен удовлетворять уравнению 
Лапласа Ди =  0 и на стенках бассейна условию

ди  __q

дп

Граничные условия (1) и (2) должны выполняться на поверхности, 
вид которой априори неизвестен, поэтому введем новые независимые 
переменные х =  х; у =  у\ zx= z —г\(х, у, t). В дальнейшем вместо zx будем 
писать просто 2 .

При такой замене переменных граничные условия будут выпол­
няться на поверхности z = 0 , при этом граничное условие для потенциа­
ла имеет вид

ди 1 { д2и ^ 1 д

dz g  { dt2 2  dt (V“ )2 +  2 ~  W  V1! +dz

+  ( ^ ) W +  w  VY1 +  (vri)2dz
( 3 )

lz =  0
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Уравнение свободной поверхности т](х, у, t) определяется из краевого 
условия ( 1 ), которое в новых переменных имеет вид

Yj (*, y,t)  =  — — 4 - ~
S { dt 2 (v«)2 +  2  ~ ~ V u Vri +dz

+  ( ~ J  ( v #

Уравнение Лапласа Дм =  0 в новых переменных имеет вид 

+  2  ~  (Vм V4) +  Avi +  (VTi)2 =  0.dz d z  d z 2

(4)

(5)

Пусть G(r/r') — функция Грина задачи Неймана для области, пред­
ставляющей исследуемый бассейн. Функция и, удовлетворяющая крае­
вому условию (3) и уравнению (5), определится с помощью функции 
Грина G(r/r') из интегрального уравнения

(Vw)2 +  2  —  Vм V7! +OZ

du
yu V1! +  (VTi)2dz

dx'dy' +

G(r\r')
— oo S

2  —  (Vu Vri) +  Arl +dz dz

2  =  0
(6)

Функция Грина задачи Неймана для бесконечно глубокого прямо­
угольного бассейна длиной а и шириной b имеет вид

G(r\r') = У
nix nix nmij . nmijcos—— cos---- cos-- — cos ■——

a a b b

nab j L J
l,m

x

i /  +
V Я2 ь2

ch Я{*/От z W  (z <  z')
ch nplm ze^im2’ (z >  z'),

X

где

Tf 62
а индексы l и m не равны 0 одновременно.

Задача состоит в том, чтобы найти стационарные решения уравне­
ния (6 ). Будем искать их методом Н. Н. Боголюбова в .следующем 
виде:

и \iLq “|“ “j- l 3u2 “I- .

'Ч — ^Tio Х3и2 +  • . • >
где К считается малым параметром.

(7)
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Функции нулевого приближения выберем в виде

и0 (г) — A cos — -  х cos — -  ye 
a b

Лз0 Tlkl

• 1/ А  + А
V а2 Ь- . COS'-Jj,

/ \ ЛЗ'о 71Л:1 ^ 2  • ,-По { п  = -----1  C O S    X c o s  —~ у  s i n  Ф ,g а Ь

где и k% — произвольные целые числа. Функции и0 и т)0 являются ре­
шениями соответствующей линейной задачи.

Изменение фазы ф (t) и амплитуды А (/) со временем определяется си­
стемой дифференциальных уравнений

d<\>
dt

dA
dt

7~ — +  ^cTi -f- x2ff2 -)-

- =  Xbx -(- X262 -f- . . .
(8)

Подставляя ряды (7) в уравнение (6 ) и вычисляя производные по вре­
мени с помощью системы (8 ), получим уравнения, определяющие по­
следовательные приближения:

а b

tin — г !  Ha(rir')w dx'dy''о о

а Ь

Mi — —
О о

а Ъ

О О

G(r\r')

дф2

г а 2« г 2

_ <э<р <*0

д2и0

д^дА

V woV По

1 д

dx'dy'

О а Ъ
+

дин
G (г I г') 2 —  ( v « 0 Wo) +  - ^ 7  Ат],

дг'
■ х> 0 0

dx' dy' dz'
z = о

( 10)

T  J  j  G ( r | r ' ) ^ - d * W
0 0

a b

0 0
G (r I r') \ (CTi +  2 a 0a2) — f- +  2  (a0b2 +  V i )

_j_ ^2 d_Uo_ _|_ ф дЩ_ _j_  ̂ ^ _duo_ 2  a a  l, _|_ 2 a £ d | dx'dy' -j- 
dA2 1 1 ал a^2 ^  0 1  j- y

где Ф (u0, rJo, ult %) означает функцию, вычисляемую через предыдущие 
приближения и0,
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Подстановка и0 в уравнение нулевого приближения определяет частоту

_L

вида

Со — ng-

Во всех последующих приближениях должны отсутствовать гармоники 

cos ■— — x cos — — у cos ib; cos------x cos------- у sin ib,

то есть все последующие приближения должны быть ортогональными к 
этим функциям, чем обеспечивается отсутствие вековых членов в после­
дующих приближениях.

Из условия ортогональности щ к указанным гармоникам получим 
<тх =  Ьг =  0. Решение уравнения первого приближения имеет вид

Л2и0
ТС2 4 Or Ч _____k\_ \ +  /  _ 3 g  _  k\

ь2 a2 a \ b2 a*
2-Kki 

2  7t&x ~ zcos-----L xe a
nki 4 of

4cr k\
+  t

■ +  <a г

3fe2 k\ \

a 2 b2 )
2nfc,

b

-ilk

‘l~k±
• cos — -  ye

+

. 5o 2 nki 2 nk2H-------co s------ - x cos-----— ye
g  a b

2sn
sin 2 ф.

Первое приближение поверхности r]i(*, у , t)  выражается через

iuqju- | f t  u2

Л2 g 2 \ 2 ft2 a2
% =.

a g  \ 262 a2

4â 2

40q Tzky \ ( nkl Cq
+ ---

2 а2Ьг 2 n:fe ----- - cos — -  X

R \ K2 

2 a* ~  b2 1 +

Tt%23o { k7z
2a2 ~  62

4an \
~ ~ v )

nk2 °0 
+ ---

2 a262 2тс/г2----------  COS -----— г/—

ajJ 271̂  2тс/г2 °n
-------- c o s ------c o s ------ у +  —

g2 a b 2g
cos 2 d» —

7t2&i 2ti&2
cos - у +

n2&2 2тсйг4----------cos------ x
b2 a
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Рассматривая г] =  Яг]о-гЛ2'П1> можно утверждать, что ни в какой 
момент времени свободная поверхность не становится плоской, так как 
ill содержит член, не зависящий от времени; узловые линии свободной 
поверхности движутся.

Следует отметить, что несовпадение выражения г), вычисленного 
вышеприведенным методом, с результатом,' полученным в работе ( 1 ), 
объясняется тем, что в указанной работе находится разложение реше­
ния по безразмерному параметру.

Можно сказать, что на конечном промежутке изменения времени 
0 </</о имеет место асимптотическая оценка

а b N

( J [ [и {г, 0 — 2  О]2 dxdV )1/2 |г=0 < (N)’
О б « = о

где M(N) — постоянная, зависящая от числа членов.
В заключение авторы выражают свою признательность члену-кор- 

респонденту Jl. Н. Сретенскому за ценное обсуждение настоящей 
работы.
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