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КВАЗИКЛАССИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ДИРАКА 
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ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЯХ 

На основе квазиклассических решений уравнения Дирака получено единое выра­
жение для вероятности излучения в постоянных электрическом и магнитном полях. 

Исследованы поляризационные свойства излучения. Показано, что в электрическом 
поле спин электрона под действием излучения ориентируется преимущественно пер­
пе'ндикулярно полю. 

Вероятность процессов, происходящих с частицами высокой энергии 
во внешних полях с напряженностью, много меньшей критической 

т2 
В0 = -- = 4,41-1013 э, может быть записана с помощью единой ин-

~ . 
вариантной функции независимо от явного вида поля. Это было пока­
зано .как для процеосав •первого •порядка [1, 2}, так и для 1процеС'сов 
второго порядка (3, 4) на основе расчета соответствующих процессоu 
в скрещенных полях равной напряженности. При этом поляризационные 
и спиновые характеристики не были рассмотрены. Объяснение указан­
ной выше общности результатов следует искать в квазиклассичности 
движения релятивистских частиц во внешних полях. Представляет 
интерес поэтому выяснить .квазиклассические условия для двух основ­

ных типов полей - электрического и магнитного, а также проанализи­
ровать поляризационные и спиновые характеристики процессов в ука­

занных полях. 

В настоящей работе будут найдены квазиклассические решения 
уравнения Дирак~ для электрона, движущегося в однородных и 
постоянных полях электрического и магнитного типа. С помощью этих 
решений будут получены формулы для вероятности излучения фотонов 
в обоих случаях и проведено их сравнение с учетом поляризационных 
п спиновых эффектов. 

Квазиклассические решения 

n случае постоянного и однородног.о магнитного поля систем~' 
...... 

координат и калибровку потенци<:1ла Аµ= {An, А} выберем так, чтобы 
...... ...... 
н11оz, А= (О, хн, О), А0 = о. (1) 

94 



Стационарное решение уравнения Дирака для электрона 
........ 
(аР + p3m- i дJдt) 'У = О, (2) 

-+ -+ -+ -+ 
где Р = - iV + е0А, е = - е0 <О - заряд электрона, а, р3- матрицы Ди-
рака1, будем искать в виде 

( 

C1f1 ) .... i C.f z 
'У (r' t) = N н С :11 eip,y+ip,z- iEt' 

i C4f2 

(3) 

где Ci - постоянные спиновые коэффициенты. Фующии f 1 и if2 удовле­
творяют уравнению 

{ 
d'l 1 2р J_ } 

-d 
2

, + у- 'r\ + 1 - ri2 /1 ,2 = О, (4) 
11 • е0Н 

где верхний или нижний знаки соответствуют индексам 1 или 2. 
В этом уравнении вместо х мы ввели }безразмерную переменную : 

'У} = Ve0H ;, ; = х - х0 + R, (5) 

и обозначения 

Х0 = - р2/е11Н, :R = Pl.feuH, Р1- = v·-Е2 - m2 -р~ , (6) 

котюрые, как обычно, имеют смысл координаты центра орбиты Хе , ра­
диуса орбиты R и поперечного импульса р l.· 

Если параметр, входящий в уравнение (4), велик (условие квази­
классики): 

р J.IV е0Н » 1, (7) 

то в этом случае уравнение имеет асимптотическое решение [5], кото ­
рое можно записать через функцию Эйри Ф: 

/1,2 = Ф (-Лs1.2), (8) 
где 

00 $' 

S 
-i~1 2IP-H - 1 

d•''e · з , t :r: -'t' Ы .2 = ':> + -
2
-p-l_- • 

-оо 

(9) 

Физический смысл полученного таким путем приближенного реше­
ния становится ясным, если в уравнении (4) перейти к переменной S· 
Функция (8) удовлетворяет этому уравнению с отброшенным членом s2 

и таким образом яв,ляется приближенным решением в области малых 
s2~R2, описывающим движение электрона на малом участке квази­
классической траектории. 

Такое решение оказывается весьма удобным для исследования из­
лучения, ~:юскольку, как будет видно из дальнейшего, формирование 

1 Ниже принята система единиц с= n = 1, метрика (+ - -:-), 
.... .... 

аµ = { а0 , а} , аµ= { ао , - а.} , µ. = О , 1 , 2 , 3. 

95 

; 



излучения релятивистского квазиклассического электрона происходит 

на весьма малом участке траектории. 

Коэффициенты Ci могут быть найдены, если потребовать, чтобы 
функция чr была также собственной функцией оператора спиновой по­
ляризации, являющегося интегра;лом движения. В качестве такого опе­
ратора мы выберем четырехмерный скалярный оператор 

-+-+ _.,,_., 

М = Fµv Пµv = ПН + Ф8, (10) 

где F µv - тензор внешнего поля, а пµv - антисимметричный тензорный 
оператор спина [6, 7]: 

-+ -+ -+ -+ -+-+ -+ -+-+ 
Пµ"={П, Ф}, П =ma+p~ fcrPJ, Ф=-р3 [аР]. (11) 

В случае магнитного поля уравнение на собственные значеhия для 
оператора спиновой поляризации (10) имеет вид 

Пз'l' = ~Ei'Y, (12) 
где 

Подчиняя волновую функцию (3) уравнению ( 12), находим спиновые 
коэффициенты, соответствующие ориентации спина вдоль (~ = 1) и про­
тив (~=-1) направления магнитного поля: 

где верхние зна1ки GОО'ГВетствуют индексам 1 ·или 2, а нижние__:. 3 или 4. 
Значе·ние нормировочного коэффициент<! 

· ( , 2Л. )'/z 
Nн = LoL2 (14) 

следует из услQвия нормировки 

00 L/2 L/2 

s dx s dy s dz чг+ 'У = 1, (15) 
-оо -Ц2 -L/2 

причем мы ввели конечный «объем» Lo фазы 'Ф в интегральном пред­
ставлении функций Эйри (9): 

Lo/2 

L0 = · S d'\jJ. (16) 
-Lo/2 

Рассмотрим теперь однородное и постоянное электрическое поле 8. 
Калибровку потенциала и систему координат в этом случае выберем 
так, чтобы 

...... ...... 
. . &.11 Oz, А=; (О, О, - 8t), А0 = о. : (17) 
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Решение уравнения Дирака (2) в этом поле можно искать в виде 

(

, gi + Ag2 ) 

Ч' (7, t) = Nв il7 В (g1 + Agz) , 
Ag2-g1 

B(g1 -Agz) 

где А и В - постоянные спиновые юоэффициенты. 

(18) 

Функции g1 и g2 зависят от времени и подчиняются уравнениям: 

(~ + в}_ + 't2 + i) g1 2 = о 
d,;2 ео & - ' ' 

(19) 

где 

't = ve;;-8 (t - to), (20) 

to = е:~ , Е .L = V т2 + РТ + Р~ = V т2 + Pl · 
Квазиклассическое условие в случае электрического поля имеет вид 

(21) 

Это условие для уравнения (19) приводит к асимптотическому решению: 

g1,2=exp -i (t-t0) Ej_ + i-- __ i (е0 &)2 . (22) { ( 
е0 & ) . (t - t0)

3 
} 

2Е J_ 6 Е J. 

Физически такое решение описывает движение электрона в интервале вре­
мени 

(23) 

Как будет видно из дальнейшего, излучение фотонов релятивист­
ским электроном происходит на весьма малых временных интервалах, 

в силу чего решение (22) оказывается весьма удобным для расчетов 
подобных эффектов. 

Для определения спиновых коэффициентов выберем тот же инва­
риантны!~ спиновый оператор (10) и подчиним волновую функцию (18) 
уравнению 

Фз'l' = ~PJ. Ч', ~ = + 1, (24) 
где 

--> ........ 
-->--> а [Р 8) 

Фз = -Рз[оРJз = - Рз---
& 

(25) 

Как видно из (25), уравнение (24) определяет состояния с ориентацией 
спина, ортогональной направлению электрического поля и поперечному 
импульсу р J_. 

У'читывая уравнение (24) 1 а также условие нормировки 

L/2 L/2 L/2 

1· dx s dy s dz чr+ Ч' = 1, 
-L/2 -L/2 -L/2 

найдем окончательно 

А= т+ i~p 1-
Е , 

j_ 

Р1 + ip2 
B=i~---

7 ВМУ, № 1, физика, астрономия 

Nв=----
2 V2 L•/, 

(26) 

(27) 
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Излучение в постоянных электромагнитных полях 

Вероятность излучения фотона электроном за время t может быть 
найдена по формуле 

dP = --- --- (еµ аа •а) (ev CGa•a), r е2 ~ 5 d3
x •µ • 'V 

(2:n:) 2 х 
(28) 

а' 

где 

CG~· а = s dt s d3 Х ЧJ';t af eixt-~-: Ч' а• (29) 

--+ 
аµ = {/, а} , Ч'а и Ч'а · -волновые функции начального и конечного состоя-
ний электрона во внешнем поле, а еµ - единичный 4-вектор поляризации 
фотона. 

В случае постоянных и однородных полей два 4-вектора линейной 
поляризации могут быть заданы единым образом: 

(30) 

где 

а x.v - 4-вектор импульса фотона, причем x.vx.v = О. 
Независимо от конкретного вида поля, определяемого тензором Fµv, 

векторы (30) являются единичными, четырехмерно поперечными и орто­
гональными друг к другу: 

e2 (l) = e2 (2) = -l, e(l)e(2) = 0, e( l)x. = e(2)x. = 0, (31) 

Трехмерная поперечность в случае полей определенного вида мо­
жет быть достигнута градиентным преобразованием. 

Рассмотрим излучение в магнитном поле, когда состояния электро­
на определены функциями (3) . После соответствующего градиентного 
преобразования трехмерные компоненты (30) будут определять (J- и 
л:-компоненты [8] линейной поляризации, т . е . в сферических коордп­
натах: 

-+ -> -+ 
е (1) = е ((J); е ((J) = {sln <р, - cos <р, О); 

--+ --+ --+ 
е (2) = е (л:); е (л:) = (cos е cos <р, cos е sln <р, - sln 6); 

--+ 
--+ х 
х,О = - = {sin (J COS <р, Sin 6 Sin <р, COS 6), 

(!) 
(32) 

Интегрирование по t, у и z в матричных элементах дает законы со­
хранения: 

Е = Е' + ffi, Р2 = р; + Х.2, Рз = Р~ + Хз, (33) 

а интегрирование по х приводит к интегралам типа {i, k = 1, 2): 

(34) 
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Фазы Q ik и аргументы функций Эйри Zi1t в ультрарелятивистском 
случае (pj_»m) легко могут быть найдены, если учесть, что при р3 =0 
основной вклад в интегралы по углам 8 и с:р дает область 

:rt :rt ' 2 2 6 = - - 61, с:р = - - 1 <JJ1, 61 ~ <р1 « 1. 
2 2 

(35) 

При этом zik оказываются не зависящими от с:р1 : 

zik = ( 
2
: ) '/, [ 1 + ~2 + f ( 

2
: и -+ бik) J, (36) 

где бik - символ К:ронекера, а верхний знак соответствует i = 1 (нижний 
знак- i = 2). 

Параметры х. f и переменные и, б: 

н р J_ н (!) р J_ 81 
х = - -, f = -, и = ' б = (37) 

В0 т В0 р J_ - w т 

могут быть записаны в инвариантном виде через тензор поля pµv: 

V e2 F Fµv 
x = _:o_V-(Fµv Pv)2, f = о µv 

~ 2~ 

(38) 
х-х' р* Р'µ pv 

и=---, б =:- e0 -µ~v __ _ 
х' т4 (х-х') 

2 2 2 
В рассматриваемом случае магнитного поля Р1 + Р2 = p J... 

В дальнейшем будем считать Н <!;;.Во, т. е. проведем рззложение по 
параметру f<i;;. l. 

Основной вклад в формировании функции Эйри в (34) дает область 
перем енной 'Ф вблизи тО'Чек стационарной фазы: 

. Л' 
+ t 3 1 / V Z1·k · 
- (Л.з- 'Л' ) з 

(39) 

Откуда, в силу независимости zik от с:р1 , находим 

d - 2еоН d•I' 
c:pl - Л,2 ..,, (40) 

т . е. интеграл по углам с:р в вероятности (28) пропорционален объему Ln 
фазы 'ljJ. Суммируя далее по конечным состояниям с помощью законоn 
сохранения (33), получим следующее спектральноугловое распределе­
ние вероятности излучения в единицу времени, записанное через инва­

риантные переменные и и 6: 

[ 
dw1 ] е2 т2 (-и-)'/з du dб Х . dw

2 
= ~ _P_..L_(_I _+_и_)_3 2х 

Х {~~r_ [((2 + и) с-:- )'1
' Ф' + ~иФ )2] + 

62 (2 + u)2 ф2 

+ 
1 

--,"' [и' ( ( 2/) .~::: _ ,Ф )' ]) Ф ~ Ф (z), 
(41) 
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z = ( 2: )'/, (1 + б2). 
Индексы 1 и 2 здесь ~оответствуют компонентам поляризации, заданны~ 

:... --> 
векторами е ( 1) и е (2). Кроме того, вероятность разбита на два сла-
гаемых, описывающих излучение без переворота (~=~') и с переворотом 
(~=-~') спина. Выражение (41) совпадает с результатом {8], который 
был получен путем нахqждения асимптотик матричных элементов излу­
чения, вычисленных по точным волновым функциям. 

Для вычисления излучения в электрическом поле используем квази­
класситческие функции ( 18). Интегралы по х, у, z в матричных элемен­
тах (29) дают законы сохранения 

' ' ' 
Р1 = - х1' Р2 = Р2 - Х2, Рз = Рз - Хз (42) 

(для определенности положим р1 = О, р2 >О). 
Интегралы по t выражаются через функцию Эйри: 

t 

S 
2y;t eшik 

dt eixt g·;·gk = -[-(е-о~-)-2 -(==~=-_-:_!=_)_] _'/,- Ф (z;k), 

о Е~ Е~ 

(43) 

аргументы которой в у льтрарелятивистском случае Е ~ )) т в области уг­
лов 

(44) 

не зависят от угла 81 и определяются формулой, аналогичной (36): 

zik = ( - 2: )'
1
' [ 1 + б2 + f ( 1 + ~ б;k) J. (45) 

Параметр х и переменные и, ,l), входящие в аргументы zik, записы­
ваются в виде 

8 Е~ cu 
Х = ---, U=---

B0 т Е~ -cu 
(46) 

при этом малый параметр f=i 8 /Во, а также х. и, б сохраняют свои ин­
вариантные выражения (38) через тензор поля Fµv, причем в данном 

2 2 2 
случае Ро - Р3 = Е ~-

Так же как и при выводе формулы (40), учитывая область формиро­
вания интеграла ( 43), находим связь: 

(47) 

Определяя так же, как и в магнитном поле, поляризацию излуче­
ния векторами (30), после соответствующего градиентного преобразова­
ния находим, что трехмерные поперечные ве1поры в случае электриче­

ского поля связаны с а- и :п;-компонентами обратным по отношению 
к (32) способом, т. е. 

~ .....,. .....,. --+ 

e(l) = -e(n), е(2) = е(а)- (48) 
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В итоге для спектральноуглового распределения вероятности излу­
чения в электрическом поле получим формулу, совпадающую с ( 41) с 
учетом значений переменных (46). Усредняя и суммируя по поляриза­
циям и спиновым состояниям начального и конечного состояний, из 
формулы ( 41) получаем результат работы [9]. 

Таким образом, вероятность излучения (41), записанная через ин­
вариантные параметры и переменные (38), не зависит от f и имеет еди­
ную форму для электрического и магнитщJго полей. При этом спиновые 
и поляризационные состояния, зад"анные ковариантными величинами с 
помощью оператора ( 1 О) и 4-векторов (30), определенных через тензор 
поля F µv, входят инвариантным образом в выражение для вероятност1-! . 

Из общего выражения (41) для вероятности излучения и формул 
(32), ( 48) следует, что поляризация излучения в электрическом и в маг­
нитном поле имеет противоположный характер. С другой стороны, если 
в магнитном поле под действием излучения спин электрона ориенти­
руется преимущественно против направления поля [8], то в электриче­
ском поле согласно (25) - в направлении, перпендикулярном полю. 

Авторы благодарны А. А. Соколову за постоянное внимание к 
работе. 
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