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ПО ЭКСП.ЕРИМЕНТАЛЬНОй ИНФОРМАЦИИ 

Рассмотрены некоторые вопросы численноrо определения на ЭВМ сечения фото­
ядерн ой реакции из экспериментально измеренной кривой выхода. В работе описаны 
модифик ация метода Пенфолда-Лейсса с параметризацией шага обработки и регуля­
ризирующий алrоритм, в котором в качестве критерия отбора выступает степень глад­
кости приближения . Для иллюстрации эффективности применения этих алгоритмов при­
водятся модельные задачи. 

В настоящей работе рассматриваются некоторые вопросы числен­
ного определения на ЭВМ сечения фотоядерной реакции a (k) по эф­
фекту его косвенного проявления - выходу продуктов излучаемой 
реакции У (Е). 

Так как энергетический спектр v-квантов· при работе с тормозным 
у-излучением не монохроматический, то экспериментально получается 
не непосредственно сечение фотоядерной реакции a(k), а кривая вы­
хода У (Е). Кривая выхода и интересующее нас сечение связаны между 
собой интегральным уравнением Вольтерра первого рода 

Е 

У tE) = 11 S W (k, Е) а (k) dk, (1) 
Епор 

где Епор - порог исследуемой реакции, W (k, Е) - число фотонов в ин­
тервале k-7-k + dk, падающих на образец, отнесенное к одному отсчету 
мони'Гора v-излучения; ri - нормировочная константа, зависящая от 

числа атомов в ебразце и от других факторов, определяющих условия 
эксперимента. В качестве ядра интегрального уравнения W (k, Е) 
в расчетах обычно используют тормозной спектр, рассчитанный Шиф­
фом [1]. 

Определение a(k) по экспериментально измеренному выходу из 
уравнения ( 1) есть типичная обратная задача, и для построения устой­
чивого приближения необходимо привлечение параметрических алго­
ритмов. В качестве таковых в данной работе рассмотрены модифика­
ция известного метода Пенфолда-Лейсса (2], где параметром являет­
ся шаг обработки, и регуляризирующий алгоритм, где критерием отбора 
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выступает степень гладкости приближения (с несколькими способами 
выбора параметра регуляризации). 

Эффективность применения этих алгоритмов иллюстрируется мо­

дельными задачами. 

В эксперименте кривая выхода измеряется в конечном числе то­

чек У1 , У2, ••• , У п, соответствующих некоторым фиксированным значе­
ниям энергии Е 1, Е2 , ••• , Еп. При этом шаг изменения энергии iЛEi = 
=Ei-Ei- I может быть как постоянный, так и переменный. В дальней­
шем для простоты рассмотрим случай, когда кривая выхода У (Е) за­
дана на равномерной сетке. При численных методах определения cr(k) 
естественно интегральное уравнение аппроксимировать системой линей­
ных алгебраических уравнений 

i 

Yi = ~ NiiQiЛk. 
j=I 

Величины Nij, Q i в методе Пенфолда-Лейсса [2] имеют вид 

Ni .=W (k + Лk ,E.)k .; Q.=-1- ski a(k)dk = _:!.i__. 
1 1 2 ' 1 1 k ·Лk k · 

. ] k . ] 
1-1 

(2} 

(3} 

Этот метод заключается в определении cr(k) через заранее вычислен­
ную обратную матрице уравнения (2) матрицу B i{ 

i 
(J . = _!:_1_ ~в . .У .. 

] Лk .l..J JI 1 
(4) 

i=l 

Эффекты, обусловленные заменой интегрального уравнения сумми­
рованием на конечных интервалах Лk, подробно рассмотрены в ра­
боте [3]. Однако I<ривая выхода У (Е) по своей природе есть случай­
ная величина, и в эксперименте измеряется лишь оценка ее математи­

ческого ожидания, возмущенная погрешностями измерений [4, 5]. 
Ошибки в определении У (Е) скажутся на точности восстановления 
сечения. В методе обратной матрицы статистическая точность абсолют­
ной величины рассчитанного сечения определяется соотношением 

(5). 

В связи с тем что абсолютная ошибка в определении У (Е) увеличи­
вается с увеличением Е, расчет эффективных сечений методом Пен­
фолда-Лейсса приводит к быстрому нарастанию ошибки в сечении с 
увеличением энергии. Это особенно сильно сказывается на точности 
определения сечения в области энергий за максимумом гигантского. 
резонанса. 

Рассмотрим модификации метода Пенфолда-Лейсса, в которых 
шаг расчета фигурирует как параметр. 

Возможны два различных способа расчета сечений по формуле ( 4). 
При первом способе производится усреднение измерений кривой 
выхода по интервалу энергии Лk; сечение получается в точках, отстоя­
щих друг от друга на расстояние Лk. При втором способе по-
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следовательность чисел Yi разбивается на р последовательностей 

У~ (s = 1, 2, ... , р) таким образом, чтобы точки отдельной подпосле­
довательности отстояли друг от друга на величину энергетического 

интервала, равного шагу расчета сечения Лk. Соединенные подпосле-

_довательности У~ и y~+i отстоят друг от друга на величину энергетичес-
1<ОГО интервала ЛЕ, с которым изменялась кривая выхода. Сечение aj 
рассчитывается по формуле ( 4) независимо для каждой подпоследова-

тельности У~. Окончательное эффективное сечение дается системой чи­
сел а}. а~, ... , aj, сдвинутых по энергии относительно друг друга на 
величину ЛЕ. Подобный метод в отличие от усреднения исходной ·кривой 
выхода по интервалу Лk позволяет, как показали расчеты на модельных 
з адачах, несколько увеличить надежность разрешения отдельных де­

талей в сечении. 
Выбор оптимального шага расчета сечения Лk зависит от точности 

и конкретного вида кривой выхода. Как правило, оптимальный шаг 
расчета не является одина,ковым для различных участков кривой 
выхода. Использование расчетного шага Лk=О,2 Мэв приводит к суще­
ственным ошибкам при больших значениях Е. Поэтому с ростом Е 
точность определения У (Е) должна увеличиваться. В эксперименте 
этого можно добиться путем повышения дозы v-излучения с увеличе­
нием энергии Е. Однако такой путь не всегда является оправданным. 
Точность определения сечения также можно несколько повысить, уве­
личивая расчетный шаг сечения по мере увеличения Е. 

В проводимых экспериментальных исследованиях обычно на 
начальном участке кривой выхода У (Е) для расчета сечений исполь­
зуется шаг 0,2 Мэв, на среднем 0,5 Мэв, и для участка кривой выхо­
да, соответствующего наибольшим значениям Е, шаг · расчета равен 
1 Мэв. Окончательная кривая сечения состоит таким образом из трех 

. сопряженных частей, полученных с различным шагом. Отсюда ясно, 
что энергетическое разрешение сечений, полученных таким способом, 
ухудшается с ростом Е. Проиллюстрируем эффективность такого под­

.хода модельной задачей. На рис. 1,а показано сечение реакции cr(k), 
выбранное в качестве эталонного. Структура этого сечения по форме 

·близка к структуре фотоядерных реакций в районе гигантского резо-

нанса. Из сечения была рассчитана кривая выхода реакции У (Е) с 
энергетическим шагом 100 кэв, и далее из точного значения кривой 
выхода было восстановлено сечение для трех случаев: Лk=О,2; 0,5 
и 1 Мэв. Эти результаты показаны на рис. 1 6, в, г. Видно, что по мере 
уменьшения шага в сечении начинают проявляться резонансы, и при 

шаге расчета 0,2 Мэв полученное сечение практически не отличается 
от эталонного. Этот результат является очевидным, поскольку в каче­
стве эталонного сечения выбрано сечение, в котором ширины резо­
нансов превышают 200 кэв. 

В следующем эксперименте кривая выхода У (Е) возмущалась с 
-помощью случайных чисел, распределенных по нормальному закону 

Y(Ei) = Y(EJ (1 + бY(Ei)G), ~""N(O, 1), (6) 

причем &У (Е;) = V У (Ei)· На рис. 2 6, в, г показаны сечения, восста­
новленные из возмущенной кривой выхода с различным расчет­
ным шагом. При этом кривая выхода в верхних каналах полу­
чена с относительной ошибкой О, 1 % , что соответствует статистике 106 

в каждом канале. Для сравнения укажем, что при измерении фотоней­
тронных сечений кривая выхода в верхних каналах измеряется с отно-

.З20 



сительной точностью 0,08 % , что соответствует объему статистики в 
верхних каналах 3-7 · 106. Анализируя данные, приведенные на рис. 2, 
можно определить интервал Лk, с которым имеет смысл проводить 
расчеты сечений реакций. Для случая, приведенного на рис. 2, анализ 
с шагом 0,2 возможен в области до 17 Мэв. В области выше 22 Мэв 
целесообразно использовать расчетный шаг 1 Мэв. Анализ с шагом 
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Рис. 2 Рис. 3 

0,5 Мэв целесообразно проводить в промежуточной области . На рис. 2,а 
показана окончательная кривая сечения во всем энергетическом диа­

пазоне. Таким образом, использование метода обратной матрицы при 
решении уравнения Вольтерра требует постоянного согласования 
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шага расчета сечения с точностью определения исходной информации. 
В связи с тем что кривую выхода с достаточно высокой степенью 

точности получить трудно, часто проводится предварительное выгла­

живание исходной информации, т. е. при расчете сечения из экспери­
ментальной кривой выхода в уравнение (4) вместо Yi подставляет· 

ся Yi: 

(7} 

где 'tr1 - выглаживающая функция, характеризуемая параметром Ь. 
Величина параметра Ь определяет энергетический (характерный) ин-
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Рис. 4 

глаживание 1кр·ивой выхода. При: 
расчете сечения прямым методом 

из оглаженной кр11вой вых~а необ­
Jюдимо, чтобы ~расчетный шаг сече­
ния Лk 'Превышал Ь (1Лk>Ь). В про­
тивном случае в сечении реакции 

могут ПОЯIВЛЯТЬСЯ ложные ма.кси~у­

мы, обусловленные процедурой вы­
глаживания. 

Приведенные примеры говорят 
о возможности применения пара-

1метризованной модификации Пен­
фол.да-Лейсса для расчета сече­
ния реа.кции по экопериментальнойт 
кривой выхода. Трудности 1при этом 
методе возникают при попытке ав­

томатизации выбора расчетного ша­
га на ЭВМ. Поэтому для расчета 
сечений нами используется также: 

другой регуляризирующ11й алгоритм, ~где критерием выбора прибли­
женного сечения является принцип глад.кости [6]. 

В этом методе из множества «формальных» решений, т. е. функ­
ций e!(k), удовлетворяющих условию 

(8) 
i=I 

выбирается такое, для которого функционал 

Етах 

Q[a]= S [a2 (k) + (d:~k))2Jdk 
Епор 

имеет минимальное значение. Таким образом, построенное сечение 
будем называть наиболее гладким приближением к истинному по 
данной экспериментальной информации [5]. Нахождение функции u(k) 
сводится к задаче отыскания минимума функционала 
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Е 

AfX= ll S W(k,E)a(k)dk-Y(E)I~ _1 + aQ[a]. (9) 
•• 6У 

Епор 



где а>О- параметр регуляризации, аналогичный множителю Лаг­
ранжа. Как следует из работ [6-8], любой алгоритм минимизации 
функционала ма (вместе с выборqм параметра сх. 1 ) будет являться 
регуляризирующим, т. е. будет дават~ приближение с заданноir сте-

пенью точности к истинному сечению a(k), если кривая выхода У(Е) 
измерена с достаточной точностью. Например, таким алгоритмом бу­
дет определение сечения из уравнения Эйлера для функционала ма: 

Emax Emax 

(' W (Т k) а (k) dk + а [а (Т) - d2a (Т) ] = j' W (Е' Т) у (Е) dE ( 1 О) 
\ ' dТ2 [бУ (Е))2 ' 
~ Е 

где 

Епор пор 

Emax 

W (Т, k) = 5 
ЕпоР 

W (Е, Т) W (Е, k) dE. 
[бУ (Е)) 2 

При фиксированном уровне погрешности бУ(Е) уклонение ro(a) по­

лучаемого таким образом сечения aa(k) от истинного a(k) (ro (а)= 
=maxioa(k)-a(k) 1) с изменением а имеет вид, приведенный на рис. 3. 
Отмеченное на рис. 3аопг соответствует минимуму функции ro(a). 
С уменьшением параметра регуляризации а (а< 'аош) происходит «раз­
балтывание» аа (k), появляются осцилляции, обусловленные увеличе­
нием влияния ошибок в У(Е). С увеличением а (а>аош) увеличивает­
ся влияние регуляризирующего функщюнала Q[a], что приводит к за­
глаживанию структуры в сечении. При решении конкретных задач 
практически невозможно использование формулы а ( б У)= coпst ( б У) 2 

для определения значения параметра регуляризации, так как c_oпst 

существенно зависит от ядра W(k, F) и искомого сечения a(k). 
Поэтому остановимся несколько подробнее на некоторых способах 
выбора параметра а, применяемых нами при построении сечения ме ­
тодом регуляризации. Приведенные ниже способы проверены на мо­
дельных задачах и опробованы нами на большом количестве конкрет­
ных экспериментов. 

Первый способ реализует известный принцип невязки [5], т. е. 
среди множества решений, соответствующих различным значениям 
параметра, выбирается такое, при котором 

Ei 

п [ S W (k, Ei) аа (k) dk - У (Е;) J2 
( ) 

"\"" Епор 
Р а = ~ --"-=----r=вv-o-(.E;)J2 = п. (11) 

i=l 

Типичный вид р (а) приведен на рис. 3. 
Заметим, что с уменьшением параметра а невязка 'р (а) уменьшается, 

а функционал Q [ аа] монотонно возрастает. Таким образом, сечение аанев (k), 
где а выбирается таким способом, соответствует минимальному значению 
регуляризирующего функционала Q [а"] (при условии р (а) < п), т. е. соот­
ветствует максимальному возможному «сглаживанию» сечения. 

Очевидно, что выбор а таким способом сильно зависит от оценки 
погрешности бУ (Е). В большинстве случаев значение параметра СХ.пев 
указывает верхнюю границу выбора параметра а0пг и дает «перегла-

1 Как известно, а=а(бУ), н а пример а=с(бУ) 2, где c=const. 
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женное» решение. В интересующей нас области значений параметра 
р(а) «слабо» зависит от параметра а (большие изменения в величине 
параметра соответствуют малым из.менениям величины р (а), в то же 
время решение a(k) сильно меняется с изменением параметра а). 

В связи с этим приведем другой способ оценки а оптимального, 
который будем называть «выбором параметра по отношению ». В каче­
стве приближения выбирается такое аа (k), для 1<0торого величина 

Е Е 

11 s W(k,E)a2 (k) dk-Y(E)-a s \\7(k,E) 

Епор Епор 
'Ф(а) = 

Е 

11 s W (k, Е) аа (k) dk - У (Е) 1r 

Епор 

даа (k) 

да 

( 12) 

достигает своего левого максимума. Функция 'Ф (а) имеет вид, приведенный 
на рис. 3. 

Максимум функции 'Ф (а) соответствует минимуму функции ер (а) = 
= JI а да;а(k) 11· которая есть оценка первого члена на разложения ю (а) в 
ряд Тейлора по а. Выбор а из условия минимума <р (а) и, следовательно, 
максимума 'Ф (а) основан на том, что при а~ аопт поведение функции 
ю (а) достаточно хорошо описывается функцией ер (а). Так как аа (k) и 

даа (k) 
а да при увеличе .ши а (а » аопт) стремятся к нулю (см. вид ма и 

график ер(а)), то 'ljJ(a)-+-1 при a-roo. Учет первого члена в разложении 
a(k) приводит к тому, что с уменьшением а числитель в 'Ф (а) убывает 
быстрее, ч~м знаменатель. Этот метод выбора параметра достаточно прос­
то алгоритмизируется. 

Для анализа этих способов выбора (оценки) параметра регуляри­
зации рассмотрим зависимость таким способом выбираемых парамет­
ров (и аопт) от погрешности возмущений кривой выхода. Как пра­
вило, решение aa(k) для а=анев соответствует приближению, которое 
является более гладкой функцией, нежели оптимальное приближение. 
Решение аа (k) для аотн соответствует менее гладкому приближению, 
чем для а=аопт· Заметим, что вычисление СХ.нев требует обычно очень 
точного знания погрешности. Численные эксперименты показывают, 
что при ошибке в 2 раза в определении 6У(Е) можно получить значи­
тельное от1<лонение СХ.пев от аопт· Изложенные способы выбора пара­
метра регуляризации алгоритмизированы и включены в программы 

численного определения сечения фотоядерных реющий на ЭВМ. 
Для того чтобы удобнее сравнить результаты восстановления 

сечений различными способами, все численные расчеты были выпол­
нены для одной и той же модельной задачи. На рис. 4,а показано се­
чение, соответствующее выбору параметра из принципа отношения, на 
рис. 4,6 - из принципа невязки. При этом рис. 4 соответствует случаю, 
когда кривая выхода известна с точностью до О, 1 % . 

При реализации регуляризирующего алгоритма возникают труд­
ности, связанные с большими затратами времени на многократное 
решение на ЭВМ системы линейных алгебраических уравнений и на 
вычисление ядра W (k, Е). Ограниченность оперативной памяти ЭВМ 
приводит к необходимости решения задачи на перекрывающих отрез­
ках [4]. 

В заключение сделаем некоторые выводы. 
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Все примеры свидетельствуют о высокой степени устойчивости 
решений, полученных методом регуляризации, особенно сильно преиму­
щество метода регуляризации проявляется в области высоких энер­
гий за максимумом гигантского резонанса. 

Сравнение полученных способов выбора параметра указывает на 
то, что для экспериментального материала наиболее близким к опти­
мальному является аотн· 

При той точности измерений кривой выхода , которую позволяет 
получить метод автоматического измерения верхней границы тормоз­
ного спектра, применение модифицированного метода Пенфолда -
Лейсса также приводит к достаточно надежному восстановлению сече4 

ния. При этом роль регуляризирующего параметра фактически выпоJI­
няет шаг расчета сечения. 
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