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В рамках метода многоканальной связи на парциальные амплитуды рассеяния 
для реакций с перераспределением частиц и .реакций 11ри энергиях выше порога раз­
ва.~а получена система уравнений, которые являются аналогом известных фазовых 
уравнений. Кроме того, подобные уравнения написаны для полных амплитуд рассея­
ния. Используя уравнения квазипотенциального подхода для задачи двух тел, полу­
чены релятивистские фазовые уравнения. 

Одним из эффективных способов решения квантовомеханических 
задач является метод фазовых функций. Этот метод интенсивно разви­
вается, ему посвящены уже две монографии [ 1, 2] и проведен ряд чис­
ленных расчетов [3]. В рамках этого метода можно перейти от слож­
ного уравнения Шредингера к более простым системам уравнений на 
парциальные фазы и амплитуды. Однако для реакций с перераспреде­
лением частиц (включ·ая и канал развала) аналогичные уравнения не 
были получены. 

В данной работе метод фазовых функций обобщается для реакций 
с перераспределением частиц и для реакций при энергиях выше порога 
развала на три фрагмента. Кроме того, получены уравнения для полной 
амплитуды рассеяния и введен релятивистский аналог фазовых урав­
нений. 

1. Рассмотрим задачу двух тел . Пусть Ф~1 > (k, r) и Ф)2> (k, r) два 
линейно независимых решения свободного радиального уравнения Шре­
дингера. Тогда в области, где потенциал взаимодействия V (r) равен 
нулю, асимптотику волновой функции можно представить в виде 

А (1) k (2) q>1 (k, r) = Ф1 (k, r) + F1 ( ) Ф1 (k, r) . ( 1) 

«Обрезая» потенциал в произвольной точке Ь и используя условие не· 
прерывности логарифмической производной волновой функции в этой 
точке, запишем 

. (1) • (1) • (2) 
F1 (k, Ь) = [<р 1 (k, Ь) Ф1 (k, Ь) - <р 1 (k, Ь) Ф1 (k, Ь) ] / [<р 1 (k, Ь) Ф1 (k, Ь) -

. (2) 
- <р 1 (k, Ь) Ф1 (k, Ь) ] , (2) 

где <р 1 (k, Ь) - точное решение уравнения Шредингера в области r ,~ Ь и 
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. d . 
<р 1 (k, Ь) = - ср 1 (k, r) ' r=Ь· Дифференцируя (2) по параметру Ь, используя 

dr 
уравнения Шредингера и заменяя Ь на r, получим 

__!!:_ F (k r) = - ~ V (r) [Ф<1 > (k r) + F (k r) Ф<2> (k r)J 2 . 
dr 1 ' п2 k 1 ' 1 ' l ' 

(3) 

Если Ф~1 > (k, r) = j1 (kr) (j1 (kr)-функции Бесселя и Ф~
2> (k, r) = ih~1 > (kr) 

{h~1 > (kr) - функции Хенкеля), то (3) совпадает с уравнением для парци­
.альной амплитуды [2). 

Аналогично, выбирая соответствующие линейно-независимые решения 

Ф~1 > (k, r) и Ф~2> (k, г), можно получить уравнения для тангенса фазы 
ig61 (k, r), элементов S-матрицы и т. д. 

В случае нелокального потенциала уравнение (3) имеет вид 

_d_F1 (k, r) = - 2
µ. -

1 [Ф\1> (k, r) + F 1 (k, r) Ф~2> (k, r)J S dr'V1 (r, r') Х 
dr n2 k 

Х [Ф~1 > (k, r') + F 1 (k, r') Ф~2> (k, r')) . (4) 

Представляет интерес получить аналогичные уравнения для полной 
.амплитуды рассеяния. Однако вышеприведенный способ непосредствен­
но не обобщается на этот случай. Поэтому ниже рассмотрим другой 
подход к решению этой задачи. 

Пусть потенциал взаимодействия V (r) центрально несимметричный . ..... 
и зависит от параметра Л, т. е. V (Л, ir). По определению, полная ампли­
туда также будет зависеть от этого параметра, а именно: 

......... 
. 4 -> 2µ. 1 s -> -ikьr ' --> <+> .... 
F (Л, k6 , ka) = - t;2 

4
n dr' е V (Л, r') cr;;: (r', Л), (5) 

rrдe 

(6) 

• iИ G~+> (7; 7') - полная функция Грина задачи двух тел. 
Дифференцируя (5) по параметру Л и используя уравнение (6) и урав-

JНение для __!!:_ rn~> (Л 7) имеем · 
d'Л 't'ka ' ' 

.!!:._ F (Л k k ..... ) = -
2
µ -

1-s d7' [ __!!:_ V (Л 71
)] rn~) (Л 71

) rn ..... (Л, r'). 
d'Л ' Ь• а n2 4Л: d'Л ' 't' ka ' 't' -kь 

(7) 

Теперь, r«обрезая» потенциал на произвольной сфере с радиусом Л 
;и выбирая в качестве параметра эту переменную, имеем 

d ..... ..... 
-V('Л, r) = V(r)6('Л-r). 
d'Л 

Подставляя асимтттотику волновой функции1 

(8) 

1 Уравнение (9) . является точным решениеь; уравнения Шредингера на сфере с 
,радиусом Л. 
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<p(j;J (Л. п) = eik~: + ik S Zi1 H(I) (kЛ. -;,.;,_) F (Л., -;;
1

, k, 7ia) (9) 
kna ' 4n ' 

-+ -+ -+ -+ 
(где па , п6 , п, п1 - единичные векторы), 

.... .... 4n ~ -> • -> (1) 
н(I> (kЛ., п·п1) = - (- i)- l Ует (п) Ует (п1) hz (kл.), 

k"л 
ет 

F (Л., п1 , k, п ) = - ~ - dr'e-ikn,r' V (Л. r') <р....; (Л. r') 
.... .... 2 1 s .... -+-+ .... (-1-) .... 

а 1'12 4n ' ka ' 

и равенство (8) в (7), далее заменяя Л. на r, получим 

- .F (г, пь, k, па) = - _i:_ _ ,2 dп V (г, п) е• kгпа · п + d .... .... 2 l s .... ..... { . .... -+ 

~ ~ ~ 

+ ~~5d-;;1н<1>(kг, "i:.'i:1)F(r, ;;1, k, ~а)} х 

( 10) 

Х { e-ikr;;>1? + ~kn S dп2Н<1 > (kr, _ °i{.'i:2) F (r, -;;2 , k, ;;ь)}. (11) 

Другим способом это уравнение было получено ранее в ра­
боте [ 4]. 

Если рассеяние происходит на двух потенциалах V = V1 + V2, Т :) 
асимптотику волновой функции можно представить в виде 

<+> -+ <+> .... ik s (1) -+ .... -+ .... 
Ч' .... (Л., п) = <p2kn (Л., п) +-4 dп1Н1 (kЛ., п·п1) F 1 (Л., п1 , k, па), (12) 

kna а 1t 

где 

Н\1 > (k, Л., ;.;,_) = :~ ~ ( i )-1 Ует ~) У;т (;1) Х~~ (k, Л.), 
lm 

( 13) 

<р<+l.(<р(--l*)-решение уравнения Шредингера при V = V1 и V2 = О, а~~-
2kna lknь 

решение радиального уравнения Шредингера с тем же потенциалом. По­
ступая аналогичным образом, получаем следующее уравнение для ампли­
туды: 

-F1 (r, пь, k, па) - -- - r dnv (r, п) <р -.(r, п) + d -+ .... - 2µ. 1 2 s -+ • .... { <+> .... 
dr fi2 4n lkna 

iks ... (1) ......... .... .... } + 4n dп1Н1 (k, r, п·п1) F1 (r, n1 , k, па) Х 

. { <+>' .... ik 5 .... (1) .... .... .... ..... Х <p1<-knь) (r, п) + 
4
n dп2Н1 (k, r, - п ·n2) F1 (r, п2 , k, nь). (14} 

Это уравнение удобно для случая, когда уравнение Шредингера 
с одним из потенциалов, например V 1, имеет аналитическое решение. 

В случае нелокального потенциала уравнение (11) имеет вид 

d F ( -> k -> ) 2µ. 1 2 s d-+ { ikr-;a~ + - r п6 п = - --r п е 
dr ' ' ' а 1'12 4n 
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Аналогично обобщается уравнение (14), когда рассеяние происходит 
на двух потенциалах и один из потенциалов (или оба) нелокальный. 

2. Рассмотрим реакции общего типа, когда открыты каналы с пере­
распределением и канал развала. Для простоты изложения ограничим­
ся примером систем трех тел и воспользуемся . уравнением Фаддеев а [5] 
в дифференциальном виде (6]: 

3 

[ - 2:iля:- 21i:i л~ + Vi(pJ- E]чri (Ki, p) = -Vi(Pi) .~ 'J'i(Rj·p;). 
l::/.i=I 

i = l ,2,3. (15) 

3 

Здесь 'l' = Е Ч'" - полная волновая функция трех тел, V; - потен­
i=l 

циал взаимодействия между частицами j и k, Ri , р 1- координаты .Якоби и 
Mi = (mk + mj) mJ(mi + т; + mk), µi = mi mk/(mj + mk). 

Решение этой системы удобно искать в виде 

Ni 

Ч'i = L {~ Xnia.i (Ri) 'Ф11ia.i + S dki'Xk(7.i (RJ 'l\\a.i} , (16) 
a.i ni=I 

где 

( 17) 

ai - совокупность квантовых чисел LiMJimi, Ni - число связанных со­
стояний в системе (j + k) и 'l/Jk.a. . получается из 'Фп.а.. заменой функции 

t' t' 
fРп1 zi на <JJ1<i 1i' которые являются решением радиального уравнения 

( 18) 

соответственно при kZ < О и k[ >- О. 
Для коэффициентов Хп.а.1 и Xk ·a.· разложения (16) получим систему 

' '1 
зацепленных интегро-дифференциальных уравнений: 

[ 
d2 2 Li (L1 + 1) ] 2М1 s 2 • 

dRz + Kni - Rz Xnia.i (R;) = t;2 dQR: dpiRi V1'Фnia.i х 

3 Nj 

Х ~ ~{~ Xn .a..(Ri)'Фп .a.. + SdkiXk .a. . (Ri)'Фk.a. .} = In.a..(Ri), '.:t..J~ ~ ]] ]] ]] ]] LL 

i =!.i = I a.i nj=I 

[ 
d22 + Kz - Li (L1 ; - 1) ] Xk.a.. (Ri) = 2мi s dQ-. dp;RZ V;'\ji: .a.. х 

dRi Ri 1 1 Ji2 R1 ' L 

3 NJ 

Х L L { L Xnja.j (Rj) 'Фпjа.j + ~ dkiXkja.j (RJ 'Фk;а.;} = f k1a.i (R;), 
i=j=I a.j nj=I 
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'Где 

к2 2Mi К2 2Mi 2 2Mi n. = --(Е - Вп.); i = -- (Е - е,·)· · k,· = -- е. 
' 112 ' 112 ' 112 '. 

( 19) 

Функции Xnia.i ,(Ki) и Xkiai (Ri) регулярны в нуле и при Ri-+ ос имеют 
.асимптотику 

(20) 

rде 

Фо (Ri) = бn0a. 0 nia.i Ф~~ti (RJ. 

Индексы п0а0 - символа Кронекера бп0а.0п.а.. задают квантовые числа вход -
(1) (2) (2) ' ' ' 

ного канала, Фn.L.., Ф,1.L. и Фн. -решения системы (19) при In .a.. (R,·) = О 
L L L L L L t. L j 

м Ik.a. . (Ri) = О. 
1' 

Точно так же, как в пункте ·1, можно получить систему уравнений 
на F n.a.. и F k.a..: 

L L L L 

Ni 

Х { L °l\J11ia.i [Фо (R1) + Fnia.i (Rj) ФA~tj (R j)] + S dki1l\a.; F k/j (R;) Ф~~tj R;)}, 
n;=I 

d~i Fkia.i (Ri) = -
2~i ~i [Fk(~i (Ri) Фk~~i (Ri)] х 

2 

х ~ ~ S dQR. dpiR} vi "l\J:ia.i х 
i + i=l а. ' 

1 

N; 
х {~"1\Jп .а . [Фо (Rj) + Fn су, (R1·) ФА2.t. (Rr·)] + sdk/фk .a.. Fk а.. (R1) Фk2>L . (Rr·)} ~ 11 1) 11 11 11 11 • 

n;= l 

(21) 

Если в качестве Ф~1.l. и Ф~t. (Фk~t.) выбрать функции Бесселя и Хан­
келя для открытых кана~~в к~.'>. о (Ki > О) и функции Ханкеля мнимо-

' го аргумента для закрытых каналов К~.< О (KZ <О), то в уравнении (21) 
' F n.a.. имеет . смысл парциальной амплитуды рассеяния прямого канала и 

'' канала с перераспределением частиц, а Fk.a.. - парциальной амплитуды ка-
'' нала развала. 

Для реакций общего типа получим систему уравненпй для полной 
амплитуды рассеяния каждого канала. Для простоты рассмотрим про­
цесс, когда на системе из двух частиц (например (1+2), 1<0торая имеет 
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1'олько дискретный спектр) рассеивается третья частица. Этот процесс 
удобно описывать следующей системой уравнений: 

х~+~ <i'l = ба.а zika~R + s dR'Gk~) (R; R') L Wa11 (R') x~:--l (R'), (22) 
а а 11 ,.,па 

!Где 

-->1 
~а (р12) (а = nlm) - волновые функции системы ( 1 + 2), V 13 , V 2d - соот-

--> --> 
ветственно потенциалы взаимодействия частиц (3 + 1 ), (3 + 2), Gka (R;R')= 

2М 1 · -+ __, --+ --> 2 ~ 2 
= --3 -l'kа{(R-R,)!(R-R')-функция Грина ka = ~(Е-еа). 

л2 4л: ' л2 

Пусть коэффициенты смешивания Waf.\ зависят от параметра Л., т. е. 
--> 

Waf.\ (Л., R), тогда амплитуды рассеяния каждого канала также будут за-
висеть от этого параметра, а именно 

--+ --> 2 1 j ..... -+--> ..... (+> ..... 
F(Л., nь, ka, па) = -~ - dR'e-i kanьR ' ~ Waf.\(Л., R')Xkf.1-;a(R'). 

л2 4л: ..::... 
f.\ 

(24) 
Дифференцируя (24) по параметру Л. и используя уравнение (22) и 

d (+ ) 
:уравнение для - xk ..... ' имеем 

d'Л ana 

(25) 

«Обрезая» коэффициенты Wa11 на произвольной сфере с радиу­
.сом Л и выбирая в 1<ачестве параметра эту Переменную, имеем 

[ 
d --> ] --> d"i: Wa11 (Л., R) = Waf.\ (R) б (Л - R). (26) 

Та1< же, ка1< в пункте 1, подставляя аси м птотику волновой функции 
:в (25), используя (26) и заменяя Л на R, получаем 

-F(R, nь, Rv, па) = --3--- R2 dnWaf.\(R, n) Х d --> ..... 2µ 1 ~ )' ..... 
dR !i2 4л: 

af\ . 

(27) 

В заключение отметим, что в последние годы появилось множество 
работ [7-8] по изуч·ению экстремальных свойств приближенных мето­
дов теории стол1<новений. В этих работах показано, что широкий класс 
приближенных методов дает приближение снизу для К-матрицы. По­
добные оценки можно получить, используя уравнение (25). 
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3. В этом разделе мы получим релятивистский аналог фазовых: 
уравнений на основе релятивистских уравнений задачи двух тел ~ ква­
зипотенциальном подходе [9, 1 О, 11]. 

В случае бесспиновых частиц с равными м ассами т1 парциальная­
амплитуда рассеяния имеет вид [ 11] 

, ""s . ~ F 1 (k) = - Shxk drS1 (r, Xk) V (r) 'Ф1 (k, r). (28} 
о 

Волновая функция 'ljJ1 удовлетворяет релятивистскому уравнению Шре­
дингера с локальным квазипотенциалом: 

[2chi~ + 
dr 

. d 
1 (l + 1) е 

1 

-;;; - 2Е + V (r) J .1, (k r) = О 
( 

. ') k 'l'l , , r r -t· i 

Ek = v 1 + k2
;::;;;: ch Xk• k = Sl1xk, 

а S1(r, Xk) - решение свободного уравнения (29) с V(ir) = 0. 

(29). 

Переписывая (29) в интегральном виде и используя метод, разви­
тый в разделе 1 при выводе уравнений на полные амплитуды рассея­
ния, получим окончательно релятивистский аналог уравнения (3): 

~ F1 (kr) = - V(r)_Yi..(d [S 1 (r, Xk) + F 1 (kr) е~1 > (r, Xk)]2. (30) 
dr ShXk 

Здесь S 1 и е~
1 > - аналоги сферических функций Бесселя и Ханкеля пер­

вого рода, явный вид которых есть 

Г ( ir + l + 1) 

Г ( ir) 

-1-.!... 
Р . 1

2 
(ch Xk)• 

1.r--
2 

-l- ..!__ 

e (l)(r ) = (- l)L+1 -. / ~sh (;)1+1 'Г(iг + 1 + 1) Q 2 ( h ) 
L , Xk V 2 Xk • Г (iг) - ir- _!__ с Xh ' 

Y1(r) = (-1 ) 1+ 1 Г(iг+l + 1) Г (ir) 
Г ( ir + l + 1) Г (- ir) 

а Р~ и Q~ - функции Лежандра первого и второго рода. 
Так как в релятивистском пределе (r » 1, Xk « 1) 

2 

S1 (r, Xk) _. " / n krl 1 (kr), ej1
> (r, Xk)-+ - i • / n krH<1

> 1 (kr), v 2 1+- v 2 1+-
2 2 

то уравнение (30) переходит в (3). 
Точно таким же способом обобщаются уравнения ( 4), ( 11), ( 11 '), 

(14), полученные в первом разделе. Метод линеаризации [2], удобный 
для нахождения приближенного решения уравнения (3), можно непо­
средственно применить к уравнению (30). Таким образом, выбирая 
феноменологические квазипотенциалы, можно получать информацию 
о высокоэнергетическом рассеянии адрщюв. 

1 Будем работать в системе n=c=m=I . 
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