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Содержится решение задачи о взаимодействии поверхностной волны в жидкости 
с постоянным вертикальным электрическим полем ~етодом малого параметра. 

При теоретическом рассмотрении работы разрядных ламп с жид­
ким катодом Я. И. Френкель показал {1], что электрическое поле взаимо­
деiiствует с постоянно существующими из-за тепловых флуктуаций 
поверхностными волнами, изменяя ско-

рость их распространения. В сравнитель­
но недавней работе Мелчера [2] было ис­
следовано поведение жидкости в танген­

циальном переменном электрическом по­

ле, которое вызывает увеличение скоро­

сти поверхностных волн . В настоящей 
работе методом, развитым Мелчером, ре­
шается задача о взаимодействии посто­
янного вертикально направленного 

электрического поля с волнами на по­

верхности проводящих и диэлектрических 

жидкостей, а также описывается экспе­
римент по измерению скорости распро-

странения волн в этих условиях. 
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Рис. 1. Распространение дву­
мерных поверхностных волн по 

границе раздела двух жидко-

стей 

Рассматриваются двумерные поверхностные волны, распространяю­
щиеся в направлении х (рис . 1) по границе раздела двух жидкостей, 
совпадающей в состоянии !!окоя с плоскостью у=О. Постоянное элек­
трическое поле создается в конденсаторе, пластины которого пар ал­

лельны поверхности раздела. В дальнейшем величины, относящиеся к 
полупространствам у<О и у>О, отмечаются индексами 1 и 2 соответ­
ственно. Взаимодействие электрического поля с диэлектрической жид­
костью происходит благодаря возникновению пондеромоторных сил [3], 
плотность которых равна 

-+ -+ 1 -+-+ 
fэл = р3"Е- B:n: (E·E)grade, (1) 
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--> 
где Е - напряженность поля, Рэл - плотность свободного заряда, е -
диэлектрич<еская проницаемость. Очевидно, что, как и сила поверхност­
ного натяжения, эти силы действуют непосредственно на поверхность 
раздела однородных жидкостей и равны нулю вне этой поверхности. 

Движение идеальной несжимаемой жидкости описывается урав­
нением Эйлера 

--> 
дv --> --> 1 --> - + (vgrad) v = --gradp + f 
дt р 

(2) 

и уравнением непрерывности 

--> 
divv =О, (3) 

--> --> 
где v - скорость, р - давление, f - плотность внешних сил; плотность 

--> ~ 

объемных внешних сил f = - jpg. 
Квазистатическое электрическое поле в объеме жидкости подчи­

няется уравнениям: 

--> 
rotE = О, 

--> 
diveE =О. 

(4) 

(5) 

Рассмотрим условия для электрических и механических величин, 
входящих в уравнения (2)-(5), выполняющиеся на возмущенной по­
верхности раздела жидкостей, описываемой уравнением 

F (х, у, t) =у - t] (х, t) = О, (6) 

где 1J (х, t) - вертикальное смещение из плоскости равновесия у=О. 
Требование непрерывности границы раздела жидкостей выражает­

ся равенством нормальных компонентов скорости с обеих ее сторон: 

п v<1J + п v<1
> = п v<2

> + п v<2
> 

хх у У хУ у У при у= 'f'\, (7) 

где Vx, Vy, nx, ny - проекции скорости и единичного вектора нормали 

к поверхности 

n= (J-L - 1 + ---> ( --> 7 дТ) ) [ ( дТj )2]-1/2 
дх дх 

(8) 

на соответствующие индексам направления. Из уравнения (2), выра­
жая плотность поверхностных сил через дивергенцию эквивалентного 

тензора натяжения 

(9) 

(T~k - тензор капиллярного натяжения, Т~/: - тензор Максвелла [3]), по­
лучаем следующее граничное условие в компонентах: 

при у= t], (10) 

<1> т<1> т<1> <2> т<2> т<2> пир - пи ии - пх ух = пур - пУ УУ - nx ух при у= 1]. 

Из (4) запишем условие равенства тангенциальных компонентов 
трического поля у границы раздела двух диэлектриков: 

п в<1 > - п в< 1 > = п в<2> - п в<2> 
х у у х х у у х при у= 1]. 
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На жестких проводящих электродах, параллельных плоскости у=О, по­
лучаем условия для нормальных к ним составляющих компонентов ско­

рости 

v11) = О 

v~) = 0 

при у= -l1 , 

при у= /2 

и тангенциальных компонентов электрического поля 

Ех(\) = о l при у= - 1 , 

( 13) 

(14) 

(15) 

вf> = о при у = l2· (16) 

Для нахождения решения уравнений (2)-(5) с граничными усло­
виями (7) и (10)-(16) воспользуемся хорошо известным методом мало­
го параметра (см., например, [2]), позволяющим линеаризировать урав­
нения движения. Представим искомые решения в виде ряда по степе­
ням параметра ,0,..,,а/(А, предполагаемого малым с тем, чтобы с доста­
точной точностью можно было удовлетвориться двумя первыми члена­
ми разложения : 

(17) 

и так далее для остальных переменных. Если подставим эти решения 
в уравнения движения (2)-(5) и потребуем независимого выполнения 
уравнений для любой степени е, то получим систему уравнений для 
каждого приближения. Решения уравнений нулевого приближения -ri' = О, v' = О, 

p' = Po-pgy, ( 18) 

подставленные в систему уравнений первого приближения, дают линей-... ..... 
ные уравнения для р", v", Е". Предположим, что решения этой системы 
имеют вид 

р" = Rep (у) ei(rot-kxJ , 

-+ -+- -+-
v" = Re [ivx (у) + jvy (у)] ei(rot-kx>, 
-+ -+- -+-
Е" = Re [iEx (у) + jEY (у)] ei(rot-kx). (19) 

Из уравнений первого приближения для электрического поля получаем 

обыкновенное дифференциальное уравнение для Ех: 

d2Ex -k2E = О. (20) 
dy2 х 

Аналогично из линеаризированных уравнений (2) и (3) получаем для р: 

d2p --- -k2p=0. 
dy2 

Эти уравнения имеют решения: 

Ех = Aeky + Вгkи, 
р = с~и + De-kY, 

(21) 

(22) 

(23) 
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где А, В, С, D - постоянные. Из уравнений (2)-(5), пользуясь полу­

ченными решениями для Ех и р, можно выразить остальные неизвест­
ные компоненты скорости и электрического поля Vx, ;у, Еу . 

Для согласованности решения необходимо, чтобы граничные усло­
вия (7), ( 10)-( 16) удовлетворялись независимо до того же порядк а 
разложения по е, что и объемные уравнения . При записи системы гра­
ничных условий для решений уравнений первого приближения учиты­
ваем, что с точностью до величин второго порядка малости из уравне­

ний (6) и (8) следует 

дч" " 
-- = Vy 

дt 

или 

( 

t;(l) ) k 2 
~ = ~ =-2-(A(l>-B<l>) 

1 у=О (!} Р1 
(24) 

и 

-+ -+ (-+ д " ) п = i - е1 i а: + е2 ••• 

или 

(25) 

Разложение в ряд по степеням е тензоров натяжения (9) имеет 
6ИД 

Т~у = Т~х. = О, 

ы ы { д2'1] [ ( д'!] )2J-З/2} ( д2'1] " ) т хх = т УУ = (J дх2 1 + дх =::::: е1 (J дх2 + 02 ... (26) 

и 

уэл - уэл - е Е Е ~ е1 ( е Е Е") + 02 
х.у - ух. - 4л: х. у ~ 4л: о х. • • • ' 

т~~ = _е_ (Е;- EZ) ~ е0 (- -8-Е~) + 01 (- -
8
- Еов;) + е2 ••• , 

8л; 8л: 4л; 

т~z = -
8
- (EZ- в;) ~ 0° (-

8
- Е~) + е1 

( -
8
- Е0в;) + 02 

• • • (27) 
8л; 8л; 4л; 

Подставляя в •граничные условия решения для р, Vx., Vy, Ех., ЕУ, 
разложения (24)-(27) и группируя члены по степеням е, получаем 
восемь алгебраических уравнений, из которых можно определить посто­
янные A(I>, В<1 >, C(l>, D<1>, А<2>, В<2>, с<2>, D<2>, входящие в решение 
уравнений первого приближения. Условием совместности етих уравне­
ний является равенство детерминанта, составленного из коэффициентов 
при этих константах, нулю. Очевидно, что это равенство представляет 
связь частоты ro с волновым числом для гармонического возмущения, 

распространяющегося по границе раздела двух жидкостей, помещенных 
в постоянное вертикальное электрическое поле. Разлагая детерминант 
восьмого порядка по минорам и производя довольно трудоемкие пре­

образования, получаем выражение для фазовой скорости волны: 

с2 = (йk: = gk (-----=-Р..::.1_-~Р2'------) + _____ cr_k ___ _ 
р1 cth kl1 + p2cthkl2 р1 cth kl 1 + р2 cth kl2 
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Е1 (Еь1 »2 cth kl1 + Е2 (Eь2>)2cthkl~ 
4л: р1 cth k/1 + р2 cth k/2 

(28) 

Первые два члена в этом выражении соответствуют известному 
случаю (4] распространения волны по поверхности раздела двух слоев 
жидкости. В случ·ае, если толщина слоев обеих жидкостей велика по 
сравнению с длиной волны (kl-+ oo ), выражение (28) приобретает вид 

с2 = .!L 
k 

Р1 -Pi + crk 

Р1 +Р2 Р1 + Pi 4л: 

Е1 (Еь1))2 + Ez (Еь2))2 

Р1 + Р2 
(29) 

Если нижняя жидкость 

с J1егкой жидкостью (т. е. 
приближении (kl-+oo) 

являющаяся проводящей, граничит сверху 

Еь1 > = О, р1 )) р2), то в коротковолновом 

2 _ g + crk е2 (Е(2))2 
С ------- о, 

k Р1 4л:р1 
(30) 

что полностью совпадает с аналогичным выражением, полученным для 

проводящей жидкости в работе [1]. Последний член в выражениях 
(29) и (30), учитывающий влияние электрического поля, не зависит от 
k, и, следовательно, его вклад в фазовую скорость не может быть объ­
яснен появлением допоюштельного поверхностного натяжения. 

Как видно из (30), при увеличении напряженности поля скорость 
распространения поверхностных волн уменьшается и при 

Е~р = 4n ( ~1g + ak) (31) 

(для случая проводящей жидкости) обращается в ноль. Дальнейшее 
увеличение поля приводит к росту амплитуды волны со временем, т. е. 

поверхность становится неустойчивой. Из (29) и (30) следует также, 
что при изменении электрического поля не происходит смещения по 

частоте минимума фазовой скорости. Минимальное значение напряжен­
ности електрического поля, при котором поверхность становится не­

устойчивой, получается из (30) при волновом числе kт= (pg/a) '!,, соот­
ветствующем минимальному значению фазовой скорости в отсутствие 
электрического поля. 

Для проверки теории были произведены непосредственные измере­
ния скорости поверхностной волны в электрическом поле. Насколько 
нам известно, подобный эксперимент до сих пор не проводился. Исполь­
зовалась известная методика определения изменения фазовой скоро­
сти волны по измеряемому изменению разности фаз сигналов Л<р, по­
ступающих от двух приемников, расположенных на фиксированном 

расстоянии L друг от друга. Относительное изменение начальной ско­
рости волны частоты f в этом случае дается выражением 

~ = - _:о__· Л<р. (32) 
Со 2л:Lf J 

Вертикальное электрическое поле создавалось при помощи плоско­
го конденсатора, наполовину заполняемого исследуемой жидкостью, 

размеры которого ( 15Х 15 Х2 см) были достаточны для получения в 
нем однородного поля. Общая конструкция экспериментальной установ­
ки и принцип действия использованных фотоэлектрических приемников 
волны описаны в работах [5, 6]. Чувствительность приемных трактов 
была достаточна для работы с волнами малой амплитуды (а/Л< 10-4), 

что позволяло избавйться от ошибок при измерениях, связанных с ин-
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тенсивной генерацией гармоник при распространении капиллярных 
волн конечной амплитуды. Входящая в выражение (32) величина неиз­
мененной скорости со определялась по вращению фигуры Лиссажу на 
экране осциллографа при изменении расстояния между излучателем 
волны и одним из приемников. На рис. 2 приведены экспериментальные: 
и теоретические зависимости относительного изменения фазовой скоро-

lб 

12 

8 

5 7 
E 1;l1 кдjc1>J 

о 

Рис. 2. Экспериментальные и 
теоретические зависимости от­

носительного изменения скоро­

сти капиллярных волн на по­

верхности технической воды 
(cr=73 дн/см, p=I г/см3) от 
напряженности постоянного 

вертикального электрического 

поля на разных частотах. Ну­
мерация кривых соответствует 

табл. 1 

лс · 10-~ 
26 - с о 

22 
2. 

18 

14 

10 . 

б 

2 

о 

Рис. 3. Экспериментальные и 
теоретические зависимости от­

носительного изменения скоро­

сти капиллярных волн на 

поверхности о-ксилола 

(сr=ЗО,1 дн/см, р=О,88 г/см3) 
от напряжения, приложенного 

к пластинам конденсатора на 

разных частотах. Нумеращ1я 
кривых соответствует табл. 2 

сти волн разных частот, распространяющихся по поверхности техниче­

ской воды, от напряженности поля в зазоре конденсатора. Проводи­
мость технической воды (х--- 10- 2 ом- 1 см- 1 ) позволяла считать ее про­
водящей жидкостью, поэтому теоретические кривые на рис. 2 были вы­
числены из приближенного выражения 

лс <Еь2>)2 
--::::::---- (33) 

полученного с точностью до членов, пропорциональных (Лс) 2 из (30). 
При построении экспериментальных кривых была учтена поправ­

ка на изменение напряженности поля при увеличении напряжения за 

счет поднятия постоянного уровня жидкости в конденсаторе. Как видно 
из показанных на рис. 2 зависимостей и табл. 1, где приведены значе-
ния коэффициента а = (Лс/с0 )/(Е~2»2 , полученные экспериментально и 
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вычисленные из выражения (37), данные хорошо согласуются. Влияние 
поля на уменьшение скорости волны увеличивается по мере прибли­
жения к частоте, соответствующей минимальному значению фазовой 
скорости. 

Таблица 1 

№ 1 f, гц '0эксп• 1 атеор · 10' • \ аэксп· 10', 
см/сек см'/в' см• /в' 

1 1 40 23,4 0,42 0,43 
2 60 30,2 0,32 0, 33 
3 80 33,2 0,27 0,27 
4 100 35,5 0,23 0,24 
5 125 38,5 0 ,2() 0,20 
6 160 42,0 0,17 О, 17 

1 40 
2 60 
3 80 
4 100 
5 160 

'0эксп' 
см/сек 

21,7 
23,8 
26,1 
28,0 
32,0 

Таб л ица 2 

1 

атеор · 10', 1 азксп· 10'' 
см' fв' см'/в' 

0,51 0,55 
. 0,42 0,44 

0, 35 0,37 
0,31 0,31 
0,23 0,25 

Как видно из выражения (29), в случае распространения волны по 
поверхности раздела диэлектрических жидкостей изменение ее фазовой 
скорости определяется значения ми напряженности поля по обе стороны 
границы раздела. Считая обе среды (воздух - жидкость) идеальными 
диэлектриками, можно выразить значения напряженностей поля в них 
через величину напряжения Vo приложенного к пластинам конденса­
тора 

в<I> _ V0 в<2> _ V0 
о - ( l1 + :~ l2) ' о - ( l2 + :: l1 ) ' 

(34) 

rде !2 и l1 - расстояния от границы раздела до верхней и нижней 
пластин конденсатора. 

Зависимости Лс/со=f (Vo) и значения коэффициента а= (~c/co)/(Vo) 2 

для о-ксилола (х"' 10- 15 ом- 1 ·см-1 ) приведены на рис. 3 и табл. 2. 
Здесь также наблюдается удовлетворительное совпадение эксперимен­
тальных и теоретических, вычисленных из выражения (29), результатов . 

Несколько большее, чем в предыдущем случае, расхождение тео­
ретических и экспериментальных зависимостей объясняется, вероятно, 
конечным временем релаксации свободного заряда на поверхности сла­
бопроводящей жидкости. Возникающие при этом на поверхности сдви­
говые напряжения, которые могут изменить характер дисперсии ([2]), 
не учитывались в проведенном выше анализе. 

Полученные результаты подтверждают предложенный .Я. Френке­
лем механизм возникновения неустойчивости поверхности в электрич·е­
ском поле и позволяют с помощью предложенной методики с большой 
точностью предсказывать условия ее установления по начальным участ­

кам экспериментальных зависимостей скорости распространения по­
верхностной волны от напряженности электрического поля . 

В заключение выражаю глубокую признательность В . А . Красиль­
никову и Л. К. Зарембо за постановку задачи и помощь в работе. 
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