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УДК 536.70 

Получены точные решения обобщенных уравнений диффузии, введенных 
А. А. Власовым [!], и проведено сравнение этих решений с соответствующими реше­
ниями обычного уравнения диффузии. 

Решение типа Шоттк<И обобщенного у1равнения 
амбиполярной диффузии 

Исходя из законов сохранения для статистических функций рас­
пределения, переходом к конечным разностям можно получить следую­

щие обобщенные уравнения диффузии с учетом дрейфа для ионного и 
электронного компонентов соответственно [5]: 

(1) 

(2) 

В стационарном случае предположим, следуя Шоттки [2], что ион­
ная и электронная плотности одинаковы 

Pi (r, t) = Ре (r, t) = Р (r, t) 

и что скорости движения ионов и влектронов одинаково зависят от 

напряженности поля, что приводит к условию 'tib i ='teb e. Умножая (1) 
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на 'ti , (2) - на 'te и складывая, получаем обобщенное уравнение амби­
полярной диффузии в стационарном случае 

(3) 

которое в первом приближении дает обычное уравнение амбиполярной 
диффузии. 

Будем искать решение уравнения (3) в виде 

Р = p0J0 (ar) (4) 

с граничным условием .р (R) =0. 
Подстановка (4) в (3) приводит к условию 

e-;;iDia' + е-•гDеа' = 2 - ('ti + 'te) ~' (5 

которое определяет единственное значение а. Граничное условие дает 
aR = µбl)· 

В первом приближении условие (5) переходит в условие Шоттки 

а = -. / ~ , и решение (4) - в решение Шоттки. Из сравнения V Da 

условия (5) с условием Шоттки а = -. / ~ можно получить, что V Da 
аобобщ>аш или Rобобщ<Rш, т. е. рассмотрение обобщенного уравнения 
диффузии вместо обычного уравнения приводит к сжатию функции 
плотности и сокращению радиуса положительного столба. 

О росте биологических структур. Существование фронта волны 
для обобщенного уравнения диффузии при наличwи источника 

Ставится следующая задача: 

00 " 

_1 {~ _1 i-µ дµр _ \..., _1 ('t2 _е_)µ Лµр} = р (р), 
"t' ~ µ1 дtµ ~ µ! 2т 

µ=1 µ=1 

lim р = р<2 >, lim р = р< 1 >, р<2> > р > р<1 > >О, 
x-+-too х->-оо 

F(p) >0, F(p) =О при р = р<2> и р = p(I>. 

(6) 

Для обычного уравнения диффузии эта задача рассмотрена в [3]. 
Упрощая задачу, будем считать, что F(p) имеет вид 

F (р) = { А (p-p(l>), p<IJ < р < Рср• 
-В (р-р<2>), Рср < р < р<2>, 

Ар<1 > + Вр<2 > 
где Рср = А + в 
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Будем искать решение в виде 

р _ { р!2) _ c2e-<kx+wt), Рср < р < р(2) 
р< 1 > + C1e<kx+wo, Р1 < Р < Рср 



или, сшивая эти куски, 

р = А + в (7) 

1 

p{l) + В (р(2 ) _ p(I)) e(kx+wt)-(kx+wt)o, (kx + (J)f) < (kX + (J)f)
0 

p<2J _ А (p<2J _ p(I >) e<kx+wt>o-(kx+wt), (kx + ffit) > (kx + ffit)0, 
А + В 

где (kx+ffit)o - точка сшивания, которая является транслятивной про­
извольной постоянной. 

Подстановка правого и левого вида решения (7) в уравнение (6) 
дает 

't2 J!_k, 't2 _о_ k2 

ew• = е 2т + At, e-w• = е 2т - Вт:, 
откуда 

k~ +{=о= {1n [ В<-;А< + {1 + с• ;А< )']. 
2т 

ffi = + ln [ Bt ~ At + v I + ( Bt ~ At у] , 
и ~ -"'- . v е ln [ В< ; А< -1- v 1 + ( В< ; А< ) '] (8) 

ф k 
2т , / [ Bt - А,; 1 / ( в~ + А,; ) 2] ' V ln 2 + V 1 + 2 

В,; 
причем решение (7), (8) справедливо при Ат:< (см. рис. 1). Выра-

1 -В,; 
же'Ния (8) для k, ffi и vФ упрощаются, если наложить на решение (7) ус­
ловие гладкости (тогда А = В): 

k = J_ 
1 _VlnVl + (Aт:)2 , (J) = -

1 ln{Aт:+V1+(Aт:)2 ], 
,; -. /_е ,; 

V 2т 

v = i/ 8 In [А• + yl + (At)
2
]. 

Ф 2т Vin yl + (А•)2 
(9) 

Для решения (7), (9) существенно бесконечное число производных в 
уравнении (6): для обычного уравнения диффузии такого гладкого 
решения нет. 

Фазовая скорость оказывается пропорциональной тепловой {1, З]. 
Из (9) видно, что существует предел фазовой скорости при Ат:-+О: 

1. v е.. u 1m vФ = -, которая оказывается минимальнои. 
A't~O m , 

Для обобщенного уравнения диффузии с общей конечно-разностной 
схемой 
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1)() 

+ ~~С·2 2:Yrc++~)
2

µ-c+-~YµJлµp}=F(p) 
µ=1 

lподстановка решения (7) приводит к системе 

(_!_+11·)··_!_k1 

eizooт • sh ~-с = ~-с + е 4 2m • sh 1 ~ 1 •2 2: k2' 

(~11•)т1_!_k1 

е-аrот. sh ~-с = В2-с -е 4 2m • shl ~ 1•2 ;~ k2, (11) 

которая определяет единственные значения ffi и k. 

Рис. 1 Рис . 2 

Действительно, когда k изменяется от нуля до kшах, определяемого 
равенством 

( _!_+11•)т•J!... k2 

е 4 2
m max • sh 1 ~ l • 2 -

8
- k~ax = В-с • 

2т 2 

В-с 
правая часть второго уравнения системы ( 11) убывает от 

2 
до нуля, 

при этом ffi убывает от ffi1max, определяемого равенством 

ro1 -с В-с 
e-«ФJmax't • Sh max = -, 

2 2 

до нуля при любых 1~1 и а. Итак, функция ffi=ffi1(k), определяемая 
вторым уравнением системы ( 11), является убывающей (см . рис. 2, 
кривые 1 и 1'). Аналогично, когда k изменяется от нуля до бесконеч-

А-с 
ности, правая часть первого уравнения системы ( 11) растет от -

2
- до 

бесконечности, при этом ffi растет от ffi2m1n, определяемого равенством 

ro2 -с А-с 
e<:t002mln 't • Sh min 

2 =т· 
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1 
до бесконечности при любых 1~1иа>-2. Итак, функция cu = cu2 (k), 

определяемая первым уравнением системы ( 11), является возрастающей 
1 1 1 

(см. рис. 2, кривые 2, 2') . Кривая 1: cu=cu1 (k),- -<а<- и а= -
2 2 2 

при В-т:< 1, kmax и CU1max определяются из равенств 

( ...!._+/З')"t'_о_ k2 . 
4 2т max h / R / 2 _8_ k 2 - Вт 

е . s t' 't max - - ' 
2т 2 

w т Вт 
e- CX.001max't. sh lmax = -. 

2 2 

1 
Кривая 1': cu = cu1 (k), а= - при В-т: > 1 и k1 определяется из равенства 

2 

( ...!._+/З')'t'~ k2 
е 4 2т 1 • sh / ~ / -т;2 _8_ kI = Вт - 1 . 

2т 2 

1 1 
Кривая 2: cu = cu2 (k), - Т <а< 2 , cu2imin определяется из равенства 

Ат 

2 

1 
Кривая 2': cu = cu2 (k), а = - -. При этом А-т: < 1, k2 определяется из 2 
равенства · 

( ...!._+/З')"t'_о_ k2 
е 4 2m 2 • sh / ~ l -т:2 _е_ k~ = 1 - Ат 

2т 2 

Так как возрастающая и убывающая функции пересекаются только в 
одной точке, то единственность cu и k, определяемых системой ( 11), 
доказана. Область существования решения cu1max>cu2m1n (условие на 
коэффициенты А и В). 

Решение обобщенного уравнения диффузии для начального 
условия типа б-функции 

Ставится задача 

00 

ар (r, t) __ 1 ~ _1 (-т:2 _е_у Л11р =о, 
дt т ,'-1 µ.! 2т 1 

µ=1 

(
- О) 1 -( ;.)2 

р r, = (Ум о)з е . (12) 

В уравнении (12) взята первая производная по времени, "!_!Обы 

математичес1<ая постановка задачи была стандартной . Функция p(r, О) 
нормирована на единицу и при го-О стремится к трехмерной б-функ­
ции. 
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Перейдем к Фурье-образам 

- -. { -'t' _!_k' t ,2k2 } p(k, t) = ехр (е 2т -1) ___ о_ . 
't 4 

Совершая обратное преобразование Фурье, получаем 

00 • 0 2k2 
-. 1 s sin kr { --r'-k' t 'о } р (r, t) = - . --k2 exp (е 2т - 1)-- - dk. 

2n: 2 kr ,; 4 
о 

.Соответствующее решение для обычного уравнения диффузии 

r' 

Р (7, t) = ___ 1 ___ е - 4Dt+r~ 
[п: (4Dt + r~) ]'/, 

3 а меч ан и е. Для произвольного обыкновенного дифференциаль­
ного уравнения с постоянными коэффициентами 

00 

L (F) = ~ ~ p<n> (z) = Ф (z) 
~ п\ 
n= O 

имеют место следующие теоремы (4]: 
Теорем а 1. Функция z5ea2

, где а - корень характеристич·е­
ского уравнения кратности S + 1, удовлетворяет уравнению L (F) =0. 

Теорем а 2. Система функций {z5eakz} является полной, т. е . 

F (z) = ~ Pk (z) eakz 
1ak1.;;0 

(сумма взята по всем нулям характеристического уравнения в круге 
1t1 ~е. степень Pk (z) меньше кратности корня ak). 

Обобщенное уравнение диффузии 

00 00 

L i µ аµр ~ i ( 2 е ) µ лµ - о -'t --- - 't - Р -
µ1 дtµ µ! 2т 

µ=1 µ=1 

(13) 

является уравнением в частных производных, однако, переходя к Фурье­
образам, получим обыкновенное уравнение 

оо -.. .... е 

'\......, J_'tµdµp(k , t) -(e--r' 2mk'- l)p(k, t)=O, 
~ µ! dtµ 
µ=1 

к которому применимы теоремы 1 и 2. Характеристическая функция 
<р (k, t) = ett - e--rDk' имеет все корни кратности единица. Поэтому 

оо . 2лn 

p(k, t) = e-Dk't Е Сп (k) е' --;t . 
n=-oo 

Фурье-образ определяется с точностью до независимых произволь­
ных констант Cn (k), которые должны быть заданы через начальные 
условия. В частности, полагая Cn (k) =0, n=FO и Са (k) =FO, получаем 
теорему : всякое решение обычного уравнения диффузии является в то 
же время решением обобщенного уравнения диффузии (13). 
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Это утверждение может быть доказано непосредственно, если запи­
сать (13) в виде 

00 

~ - 1 ,;µ( дµр -DµЛµр) = О 
~ µ! дtµ 
µ=1 

и показать математической индукцией, что 

дµр = DµЛµр. 
дtµ 

В заключение выражаю благодарность проф. А . А. Власову за по­
становку рассмотренных задач и систематические консультации. 
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