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АМПЛИТУД 

.В д.вух лределЬIНых случаяос 1( «.мягкого» и «жесткого» ограничения амплитудных 
откло·нений от равновесного значе·ния) про.веден расчет режимов взаимной сн нхро· 
низации двух томсоновоких генераторов , связанных реактивно. Расчет тюдтверждает 
определяющее влияние изменения эффективного затухан и я на течение процессов си н
хронизации . 

Существенным параметром, определяющим поведение автоколеба
тельной системы томсонов1ского типа, считае'J'ся эффективное затуха
ние - параметр, характеризующий 1сксхрость изменения энергии в си
стеме. В ра'боте {!], например, были .введены понятия «Жесткого» и 
«МЯП<ОГО» ограничения амплитудных отклонений от стационарного зна
чения. Характер ограничения амплитудных отклонений существенно ска
зывается на течение 1процессов вне обла·сти синхронизации, в то время 
как, незаю!!СИМ•О от хара•ктера ограничения, синхронный режим насту
пает в результате подавления а1втоколебаний, т. е. когда эффективное 
затухание на частоте сdбственных колебаний положительно . 

.В ~Качестве .простейшего прИJмера при изучении процессов ·синхрони
зации в системах с различным характером ·ограничения амплитудных 

отклонений рассматривался [1, 2] случай, когда источником внешнего 
'ВОЗдей<:твия был идеальный генератор ~синусоидальной 'Э . д. с. и о0брат
ным ·влиянием синхронизуемого генератора на источник можно •было 
пренебречь (связь «направленная») . Вместе 1с тем оснонные черты про
цесса сишоронизации подобных систем должны иметь общий характер, 
независимо от способа задания :внешнего синусоидального воздействия. 
Поэтому представляет И'Нтерес изучение процее~сов взаИJмной ~синхрони
зации, когда о'братное влияние <:инхронизуем·ого генератора ухудшает 
условие поддержания колебаний .в связанном с ним генераторе, с·казы
'Ваясь тем самым на асtювных характеристиках процесса. 

Теория взаимной синхронизации томсоновских генераторов при 
слабой связи между ними, пригодная для описания етого явления .в до
статочно шИJрокой области расстроек и значений связи, разра1ботана 
К Ф. Теодорчиком {3]; она развита и подтверждена rэкспериментально 
Н. И. Есафовым [4]; .Г. Н. Р.алопорт {5] nоюазал, Ч"!1О в ~с.луча~ •выпол
нения усло.вий 1«квазиидентичности» овязанных генера-горов в си.стеме 
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возможно установление 1«сим1метричных» режимов; ·смена областей 
«<~синфазной» и «противофазной» синхронизации сопровождается ·скач
ком частот, амплитуд и фа'З синхронных колебаний (учет затухания в 
связи указывает на несимметрию dбла,стей синфазной и противофазной 
синхронизации). Эти общие результаты были подтверждены ра~счетом 
и экспериментально для случая «весьма сла·бой» связи между ·взаимо

действующими генераторами [5, 6, 
7] . Обычно вводимое условие ма
лости связи позволяет применить 

для анализа системы метод, разви

тый Р . В . Хохловым [8] . 

+ 

r 

В настоящей работе (исходя из 
общего представления о механизме 
синхронизации томсоновских гене

раторов [ 1] ) исследуются процессы 
установл·ения синхронного режима 

в системе двух связанных генерато-

ров томсоновского типа в зависи

мости О'!' характе,ра ограничения 

Рис. 1. Принципиальная схема псследуе- амплитудных отклонений. Основное 
мой системы внимание при этом уделено анализу 

процессов вблизи полосы синхрони
зации (режимов биений), поскольку именно такой анализ да•ет наиболее 
полное представление о роли эффективного затухания в процессах син
хронизации. 

Запишем в безразмерном виде укороченные уравнения, к которым 
при известных отраничениях метода медленно меняющихся амплитуд 

с•водится задача о взаимной синхр·онизации двух генераторов том.сонов
ского типа при слабой связи между ними (рис. 1): 

А = 61 (А) А + а1В sin Ф - ~1В cos Ф, (а) 

iз = 62 (В) В - a 2A sin Ф- р2 А cos Ф, (б) 
. в в 

ер = Gl - а1 А cos Ф - ~1 А sin Ф, (в) (1) 

· А А . 
'Ф = G2 - а2 - cos Ф + ~2 - sin Ф, (г) 

в в 

Ф = - Л + ( а1 ~ - а2 : ) cos Ф + 

+ ( ~1 ~ + ~2 ~ ) sin Ф. (д) 
Здесь 81 ,2 - эффективные затухания генераторов, а1 ,2 - коэффициен
ты реактивной (емкостной) связи, ~1,2 - коэффициенты галь~ванической 
связи (считаем затухание в связи малым), 

~1.2 « а1,2 ; 

v1,2 - пар'Циальные ча•стоты 1соотве"!'ственно генераторов А и В, 
ffi ,..,v1 ,..,'V2, ffi - «синхронная» ча.стота; дифференцирование проводится 

по времени т:= ·ffif. Ис1юмые колебания х и у в каждом из генерат.оров 
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11меют приближенно синусоидальную форму x=Asin(т-ep), 
y=Bsin (т-'Ф). Амплитуды свободных автоколебаний определяются 
условием энергетического баланса для каждого из генераторов 
61 (А 0 ) =0; Е>2 (Во) =0; Ф =-ф-<р - раз•ность фаз колебаний х и у; 

л __ V2-V1 " - расстроика .парциальных частот. 
(J) 

В о'бщем случае .связь между генераторами не симме11рична, 
a2=sa1; s - коэффициент «На'правленности» связи .(s=O - .связь -<<на
.~1р авленная» и s= 1 - с.вязь «симметричная»). Очевидно, в'следствие 
несю1метрии овязи система стИ1мулирует установление режима с часто

той, 'близкой к v2, если s< 1 (или v1, если s>il). Ограничиваясь этим 
замеча'нием, будем считать в дальней'Шем, что s~ 1, s"' 1. 

При достаточно большой расстройке парциальных частот каждый 
лз генераторов (например, генератор В) ·возбуждает в другом гене1ра
юре (А) вынужденные колебания, амплитуда •которых ра'Стет с умень
шением расстройки. По этой причине условия поддержания автоко
лебаний в генераторе А с уменьшением расстройки ухудшаются. О брат
ное влияние генератора А на генератор В определяет аналогичный про
цесс ухудшения условий поддержания автоколебаний ,в генераторе В, 
чт.о приводит к у.меньшению (при данной расстройке) интенсивности 
~вынужденных ~колебаний в тенераторе А и, следовательно, к у~меньше
нию полосы •Синхрониза ·ции. 

Пренебрегая малым временем установления малых откланений, для 
-си ст ем с жестким ограничением ам'Плитудных отклонений получаем в 
лервом приближении (см. [2]). 

. ' 

Ь = ае2 
/ B0b-sa1A0 sin Ф, 

дВ Во 

. t Во · ф 
ер = "'1 - а.1 Л cos, , 

о 

. А 

'Ф = S2 - SCX.1 в: cos ф' 

Если мощности генераторов существенно различны 

(а) 

(б) 

(в) (2) 

(г) 

( aiBo » saiAo , ~ » 1) , все уравнения системы (2)' одного порядка. 
А0 В0 s 

Уравнение (2, д) легко интегри1руется и для интересующих нас 

расстроек ( 1Л16' а~о ) получаем Ф = Ф (т). Фазы ер = ер (т) и 'Ф = 'Ф (т) 
ваходим затем путем интегрирования уравнений (2, в, г). Прене'брегая 
малыми доба1вкаМ!и а ,и Ь 1К а,мплиrгудам :юол1ебан:и~й ' (А =Ао+а, В0 +Ь), 
~редстqвим решение в виде x=Aosin{т-cp(т)], y=B0sin[т-'\j)(т)] и, рас

,кладывая в области ~биений колебания х и у в ряд Фурье по частотам 
( 1 +kQ), находим ам'плитуды и ча.стоты спектральных соста·вляющих 
.колебаний. 

Результюы 1ра1сЧJетов для n=l (s=O), n=2 и n=l,5 (s=l) щри
:ведены н а рис. 2 и 3. 
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На рис. 2 ~1 = Л = а.1 = const; 

- юаэффиUJиенrг 1Напра1вл1е.н1нос и 1свя31и (1 •и 2 - ча1с'Гоrrы оааект,ральных 
соста•вл·яющих коЛJеба~ншй в ()бJ1асти б.иеtний, которые п0ри достаточно 
большой 'Ра.ос11ройке 1бл1изки iК v1 и v2 - па~рц'Иальны:-.1 ча1ст01тю1 ге.нера
rоров А 1и В). 

Рис. :2. Зависимость расстройки частот 
спектральных составляющих колебаний 
х и у от парциальНЪiх частот взаимодей
ствующих генераторов при жестком ог-

раничении амплитудных отклонений 

о 
O.J 

' ! 
1,S 

20 

!о 

2а 

26 

16 

Ll 
"', 

Ll 

"'• 
Рис. 3. Зависимость амплитуд спек
тральных составляющих колебаний 
от расстройки парциальных частот в 
области биений при жестком ограни
чении амплитудных отклонений . Обо-

значения те же, что на рис. 2 

Ка1к .видим, ipeзyльl'I'arrы ,р0а1счет.ов хорошо 0оогласуюТ~Ся с ,исход.ны 
ми качественными представлениЯJми. При достаточно 'большой расстрой
ке К{)лебания в каждом из ~генераторов происходят на частотах, близких 
к 1п0а~рциальным. (В сооrгв'е'Тlствующей К•ансерва•т.И!В:ной 1С1и1с'Тlем.е 1со б,стнен
ные частоты были бы опред.елены графиком Вина. В рассматриваемом 
случае эффективное затухание приводит к сближению нор
мальных частот с .парциальными.) С уменьшением расстрой·ки, одновре
менно с уменьшением амплитуды а'Втоколебаний 1 •Менее мощного гене
ратора А 1 (рис. 3, кривые la, 16 и lв) происходит умень~шение ампли
туды а1вто1юл.еба.ншй 1и бол~е·е мощного r~ешератора В тем большее, че:-.1 
·ближе мощности генераторов (кривые 2а, 26 и 2в). Полоса синхрони; 
зации при •сближении мощностей взаимодействующих генераторов су-

1 В рассматриваемом случае об автоколебаниях как о конкретной спектральной 
составляющей С)'!)В!арного колебания х · (или у) .ю1еет омысл говорить лишь 1для доста
точно больших mo сравнению с полосой синхронизащLИ расстроек. 
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жается. На границе полосы амплитуда у.становившихся синхронных 
колебаний равна (в каждом из генераторов) амплитуде свободных 
автаколеба·ний, эффекти.вное затухание равно нулю, поэтому установив
шаяся -синхронная частота соответствует графику Вина для конкретных 
каэффици1е~нтов ,связи (1на рис. 2 ·rраф~И'к Вина пос11ро"е1н для s = 11). 

РасDмотрим случай «кв аз и идентичных» генераторов (-;-:::::: 1, 

aiBo ~ saiAo )· Режим взаимнои" - синхронизации наступает при 
Ао Во 

таких раостройках, когда малое различие в «вынуждающих» членах 
aiB saiA 

Л.1 = -- и Л2 = - - апределяет значительное различие в интенсив-
А В 

ностях вынужденных колебаний в каждом из генераторов. Поэтому 
если л, = 'Л2+ 1Л, режим синхронизации наступает при расстройках 

1л1-л. 
Различие в «вынуждающих» членах определяе1'ся как исходной 

«'неидентичностьЮ» генераторов, так и различными случайными обстоя
тельствами (начальными условиями, случайными возмущениями), ·ко
торые могут изменить а•М'плитуды колебаний в каждом из генераторов. 
Отсюда •следует, что чем же.стче ограничены амплитудные отклонения, 
тем для более близких по ~мощности генераторов полоса синхронизации 
ОПJред•еляеmся 1<<1ИJСХ{)ДНОЙ 1неид~е.нrг.ичносrью» ( 1Лгр1 ~ Л); .с ,.щрулой сrQроны, 
при значительном сближении мощностей (Л-+0) мы в конце концов 
приходим к случаю, когда малые отклонения амплитуд, возможные в 

любой реальной системе, окажутся достаточными для установления 
(при С·ооrгве·ютве1Н!н10 малой iра~0сrг.р1ой1ке) IСИJНхронного 1Реж1и1ма. 

Далее, в случае 1«квазиидентичных» генера1'оров •в'близи синхрониз
ма парциальных част.от ·Отклонения амплитуд колебаний от равновесных 
значений в каждом из генераторов малы са.ми по себе, независимо от 
ха1рактера ограничения амплитуд 1. Эффекти.вное затухание, оставаясь 
малым для действующих отклонений амплитуд, все в меньшей степени, 
по мере сближения мощностей генераторов, сказывается на форме про
цессо'В установления; рас'пределение синхронных частот приближается 
к графику Вина, в системе наблюдается явление затягивания частоты 
и прочее. В·месте с тем учет малого затухания предопределяет отклоне
ние синхронных частот от графика !Вина в сторону сближения с пар
циальными. 

Обращаясь к системе уравнения (2), 'За.мечаем, что в случае квази-

Сi~чJ~~х r~•;7·~~po:, а,~,) огр•:::::::: нз:::::ост;:,~си;т:: 

расстройках порядка nолосы синхронизации). IЛ.J,...., Л~~Л, ~Л2 значи
тельно меньше скорости изменения амплитуд а и Ь. Следовательно, для 
каждого конкретного значения медленно меняющейся фазы Ф успевают 
уста•навливаться соответствующие значения амплитуд колебаний 
амплитуды А и В «квазистационарно» следуют за фазой Ф. 

А = А + aiBo sln ф· 
о 1~1 А , 

дА Ао о 

(3) 

1 См. ниже анализ систем с мягким ограничением амплитуд. 
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Принимая во .внимани·е, что уравнения (2) получены при У'Словии 
а~Ао, Ь~Во, которое по-прежнему выполняет.ся, оставляем эти урав
нения без изменения и присоединяем к ним фазовое уравнение ( 1, д), 
в котором учитываем соотношения (3). Полученная система ура·внений 
интеnрируется: Представляя искомые' колебания в виде 
x=Aosin{-r-q:i(-r) ], y=Basin(-r-'ljJ(-r)], разлагаем эти кюлебания в ряд 
Фурье и находим •частоты и- ам.плитуды спектралыных составляющих 
коле'баний х и у в области биений, а также амплитуды и частоты син
хронных колебаний. Результаты расчетов случая 

~1.2 = О, s = 1, -,-де-:-[--= а1 = O,l, / :~1 /А. = /:; /в. 
дА А0 

приведены на рис. 2 (кривые .г, д, е), показывающем хорошее соответ
ствие результатов расчета с качественными предста.влениями о тече

нии процессов. 

В системах •С мягким ограничением амплитуд QТКЛ·онения амплитуд 
колебаний от равновесных значений ограничены слабо и могут ·быть 
1большими. Поэтому имеет важное значение вид нелинейной зависимо
сти 01 ,2. при изменении амплитуд колебаний ·В значительных пределах, 
в отличие от случая жесткого ограничения аМ'плитуд, когда нас инте~ре

сует поведение эффективных затуха•ний лишь в окрестности .весьма ма
J1Ых отклонений амплитуды от равновесного значения. Аппроксимируем 

эффективные затухания .квадратичными двухчленами 61 (А) = V01 [ 1 -

-( ~) 2) и 02 (В) = MV01 [ 1 -( :
0 
)2} тто-прежне.му п = :~ · По-

скольку эффективные затухания (по крайней мере для расстрое~< 
поряД'ка полосы синхронизации, которыми мы, прежде в·сего, и инте

ресуемся) малы ( 101 \ ~ ва1 ; 162 \ ~ ва2 , в« 1), форма биений близка 
а< синусоидальной, т. е. коле'бания х и у в каждом из генераторов в 
рассма11риваемой области расстроек предста.вим в ·виде ·суммы двух 
синусоидальных колебаний, амплитуды которых меняются медленно, 

2:n: 
оста·вая.сь практически постоянными в течение времени -r* ~То.= (Q)• 
( \ Q \ - ·частота биений В'Не области синхронного режима). Действи
тельно, в нулевом приближении, полагая "в (1) 01,2=0, получаем кон
сервативную •Систему. Колебания х и у в каждом из генераторов есть 
суперпозиция двух колебаний, частоты которых соот.ветствуют графику 
В~и.н а, х = Al sin (-r-q>1) + А2 sin (-r - Q-r - q>2); у = В1 sin (-r -'Ф1) + 
+ В2 sin ( -r-Q-r-'ljJ2). В ПJepBQM .пр;ибл-ижении, про.во1дя юоглаюню [2] до
пол·нителыню.е у~ср·е~нен:ие эф.феК'ГIИВ!НЫХ за:т:ухан1ий 1по ча1с:юте б.ие.н,ий, 
получае::vr вы,раж·е1ния' для ампл.итуд rспеКТtр.альных сос11а1вляющих А1, А2, 
В1 и В2 

(а) 

(4) 
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(б) 

Синхронный режим (А2=О) наступает, как следует из (4, б), ·когда 1 

1 +3-2-м 
2(_ь_)2>_~1-. 

А0 М 
I +s -

п 

(5а) 

Внутри полосы синхронизации амплитуда А1 определяется выраже
нием 

(5б) 

Объединяя (5, а) и {5, б), получаем неравенство, которое опреде-
ляет полосу синхронизации. . 

Синхронные колебания, устана'вливающиеся в системе, либо син
фазны, либо противофазны в за.висимости от того, болышая или мень
шая из возможных частот системы устанавливается (по·правка к час
тотам и фазам колебаний •в первом приближении равна нулю, т. е. рас
пределение частот соотве'!'ствует графику rВина). Для противофазного 

•режима SI <О, s2<0, для синфазного Sl >0, s2>0. Очевидно, в .первом 
случае амплитуда А 1 несколько б<Рльше амплитуды А2, что я.вляется 
следствием затухания в связи Р1,2*.О. Другими словами, затухание в 
связи стимулирует установление противофазного режима (либо .син
фазною - в зав:июимоеnи ~от 1K01HJ<ip 1e·r.нorio 1опrоооба •0tсуще1с1шленм1я галь
ваниче1ск·ой связи). 

В случае мягкого огра·ничения амплитуд, основные ·количественные 
характеристики процесса определяются не только .соотношением мощ

ностей и коэффициентом напра.вленности связи, но и формой зависи
мости эффективного затухания от амплитуды (в данном случае, случае 
квадратичной аппроксимации затуханий, - величиной М) . 

АМ'плитуды спектралыных составляющих х и у, рассчитанные для 
.случаев (s=l; М=п; п=1; 2; 10), приведены на рис. 4. При уменьше
нии соотношения ·мощностей взаимодействующих генераторов (п;::: 1) 
лолоса синхронизации уменьшается, однако в отли'Чие от случая жест

кого ограничения имеет величину порядка связи даже в случае полной 
идентич·ности генератора.в (см. также рис. 5). Это естественный резуль
тат предположения о мягком ограничении амплитудных отклонений, 
когда эффективное затухание для действующих отклонений амплитуд 
мало и им можно пренебречь при определении частот и фаз синхрон
ных коле~баний. 

Проведенный ра.счет в «квазиконсервативном» приближении безус
ловно спра'ведлlfв для рас·строек ·порядка полосы синхронизации, когда 

действующие отклонения амплитуд в каждом из генераторов достаточ
но малы. Внутри полосы .синхронизации, при уменьшении расстройки 

1 Малыы затуханием в связи ~ 1 •2 ~ 101,2 1 пренебрегаем. 
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парциальных частот .пренебрежение 'Эффективным затуханием не всегда 
возможно. Очевидно, в случае «квазиидентичных» генераторов (что 
следует и из формулы (5,tб )) амплитуда синхро·нных колебаний в каж
дом из генераторов незначительно отличается от амплитуды свободных 
автоколебаний. Следовательно, эффективное затухание для любых рас
строек внутри полосы синхронизации остается малым, поэтому как син-

!а 

-s -l/ -J -2 -1 r 
/б 

ч _s 

а 1 
6 2 
б !О 

Рис. 4. Зависимость амплитуд спектральных составляющих колебаний 
(в области биений) и амплитуд установившихся синхронных колеба
ний (внутри полосы синхронизации ) от расстройки парциальных частот 
генераторов А и В при мягком ограничении амплитудных отклонений. 

Обоона~1ения те 1же, что на рис. 2 и 3 

хронные частоты и фазы, так и амплитуды колебаний для любых рас
строек мож·но ра.с·считывать по формулам 1«квазиконсервативного» 
приближения. В случае генераторов, далеких по мощности, а также в. 
случае направленной связи, амплитуды коле~баний .внутри •полосы син
хронизации значительно отклоняют.ся от амплитуд свободных автоколе
баний. В этом случае следует учесть влияние эффективного затухания, 
которое обеспечивает ограничение амплитуд колебаний и, с другой 
стороны, приводит к сближению нормальных частот с парциальны~и. 

В .полном .соответствии с исходным представлением о механизме 
синхронизации томсановских систем изменение эффективного затуха
ния играет •существенную роль в процессах .взаимной синхронизации. 

При язменении характера ограничения амплитуд от «жесткого» до 
«мягкого0» эффективное затухание для действующих отклонений ампли
туд у.меньшается. Поэтому, чем жестче огра·ничены амплитудные откло
нения и чем болыше, с другой стороны, «действующие» отклонения 
амплитуд, тем в болышей мере сказывает.ся эффективное затухание на 
характере переходного процесса, тем ·в большей степени искажается 
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форма .биений, тем сложнее спектральный состав колебаний (вне поло
сы 'сИ'нхронизации). 

Установившаяся синхронная частота (в случае реактивной связи 
·между генераторами) ра.сположена между парциальной частотой более 
'Мощного генератора и нормальной частотой соответствующей консер
вативной .системы. Отклонение синхронной частоты от графика ~Вина 
QПределнется величиной эффе.ктивного затуха
ния для установившегося значения амплитуд 

синхронных колебаний (в полном соответствии с 
т·еорией слабодиссипативных лин,ейных систем). 

Полоса скнхронизации независимо от харак

тера ограничения амплитуд ум•еньшается по ме

ре сближ,ения мощностей взаимо,l1'ейст,вующих 
генераторов. Однако для квазиидентичных гене

раторов, ограничивающих амплитудные отклоне

ния мягко, полоса синхронизации остается про

порциональной величине связи вплоть до полного 
совпадения мощнос11ей 11енерато,ров, в то время 
как для «Жесwих» г0енераторов полоса синхрони

зации уменьшается более существенно и мини
мальное ее значени,е в случа'е ид,ентичных 11ене

раторов тем м,еньше, чем жестче ограничены 

отклонения амплитуд 1. В конкретном случае, 
рассчитанном в настоящей работе, полоса син
хронизации идентичных 11енераторов пропорцио

нальна .квадрату коэффициеюа связи. К анало
гичному выводу приходит Г. Н. Рапопорт в рабо
те [9], в .которой авто,р анализирует зависимость 
ширины полосы ,синхронизации от величины свя

зи для идентичных 11енераторов и в случае, когда 

приближение «слабой связи» непригодно, прово
дит расчет численно для конкретного соотноше

ния параметров схемы. 

а, 

15 

10 

5 

о s ш · 

Рис . 5. Зависимость 
полосы синхронизации 

Лгр от соотношения 
мощностей генерато
ров 1(s=l). Системы с 
мягки:vr ограничением 

амплитудных отклоне

ний (1) и системы с 
жестким ограничени

ем амплитудных от-

клонений (2) 

В релаксационных генераторах ·синхронный режим на1ступает в ре
зультате захватывания частоты, поэтому синхронная частота всегда 

находится между 1парциальными ча.стотами генераторов и ·в случае 

квазиидентичных связанных генераторов раоширяется существенно по 

сравнению со случаем 1направленной rсвязи. Рас'Ширение 1uолосы есть 
результат В'Заимного подтягивания частот автоколебаний релаксацион
ных •генераторов. 

В системах том.соновского типа независимо от характера ограни
чения амплитуд синхронный режим 'Наступает в результате подавле
ния автоколебаний менее мощного генератора, либо, в случае квази
идентичных генераторов, условия :пода.вления определяются в1близи 
синхро·низма парциальных частот 1случайными обстоятельствами. 

·В заключение благодарю В. ~В. !Мигулина за 1постоянное внимание 
к работе и ценные замечания. 

1 Приведенная на рис. 5 зависимость полосы синхронизации от соотношения мощнос
тей (кривая 2) соответствует сис~ме с «предельно» жестким ограничением амплитуд; для 
реальных систем полосл взаимнои синхронизации идентичных генераторов не равна нулю, 

однако слишком мала, ~ « 1. 
ai 
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