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В ДВУМЕРНОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ВЫТЯНУТОЙ 

ПОЛОСТИ, ПОДОГРЕВАЕМОЙ СНИЗУ 

Исследуется зависимость критических чисел Грассхофа от длины двумерного 
пряыоуrо.1Ьного бассейна, подогреваемого снизу. Показано, что с ростом длины бас­
сейна нижнее критическое число стремится к некоторому положительному пределу, 
а критические числа, соответствующие вторичным течениям, асимптотически возра­

стают пропорционально четвертой степени номера решения. 

Известно, что Мировой 0tкеан в ,силу ,большой т,епл,оем~кости воды 
выступа·ет как накопи'Гель тепловой энергии , атмосфера ж,е - в качест­
ве активной динамич,еской среды. Упр ощенной мат·ематической моделью 
такой сист·емы явлнется задача о взаимодействии двух Н•есмешиваю­
щихся жидкосrей в замкнутом басоейне. Причем наиболее интересен 
случай сильно вытянутого ба·ссейна. Если осуществлять подогрев по 
линии раздела, то, как и в реальной ~истеме, первоначальные конвек­
тивные движения возникнут в более легкой жид1юсти, подогреваемой 
снизу. Движения легкой жидкости далее индуцируют течения в более 
тяжелом слое. Поэтому первым этапом исследований является задача 
об конвекции в бассейне, подогр·еваемом снизу в зависимости от длины 
бассейна. 

Линейная стационарная задача для бесконечно вытянутого бассей­
на была впервые исследована Релл.еем [1 ]. В последнее время рядом 
авторов на ЭВМ р.ешалась двум,ерная нелинейная стационарная задача 
о конвекции для ,отношения длины б ассейна к высоте ( 1 : 1-3: 1) 
[2-5] . Мы приводим решение стационарной задачи для бассейна про­
извольной вытянутости. 

Процесс конвективного движения в жидкос11и описывается следую­

щей сис11емой термогидродинамических уравнений: 

д; ....... --> 1 --> --> ~ - + (v v) v = - -vP + vЛv + g, 
дt р 

д --> 
_Р + div (pv) = О, (1) 
дt 

дТ -->--> - + (vv) т = хлт, р = р (Р, Т), 
дt 



~ ~ 

где v - скорость, Т - т·емпература, g - ускорение силы тяжести, р -
плотность, v - вязкость, Р - давление, х - температуропроводность 
жидкости. 

Мы будем исследовать двумерную задачу, поэтому компоненты 

скорости удобно выразить через потенциал: 

дф дф 
Vx=-, Vy=--. 

ду дх 
(2) 

Записывая уравнения ( 1) в приближении Буссинеска для потенциа­
ла 'Ф и температуры Т и переходя к безразмерным единицам, получаем 

дЛф + ( дф [дЛф - дф дЛф) = ЛЛ-ф-G дТ • 
дt ду дх дх ду дх 

дТ + ( дф дТ - дф дТ ) - _1 ЛТ 
дt ду дх дх ду - р ' 

(3) 

g~~ v 
где G = " - число Грассхафа, Р = - - число Прандтля, 8 -

r х 

разность температур между верхней и нижней границей бассейна, ~ ~ 
коэффициент объемного расширения Жидкости, а - высота бассейна. 

Бассейн, который мы рассматриваем, имеет прямоугольную форму 
и отношение длины к высоте равное l. В безразмерных единицах высота 
равна 1, а длина l. На границе бассейна температура фиксирована, 
а для 'Ф з.аписьгва~е.м У·СЛОВИЯ э1кв1ивал<еНТ1НЫе ,у1СЛОВ1ИЯ~М ,п,р,ил~ипан.ия для 

тан~енциальных составляющих скорости и непротекания для нормаль­

ных составляющих. Таким образом, для Т и 'Ф имеем сл·едующие гра­
ничные условия: 

'Ф = -~:- =о ] 
т = 1 У=~ 

2 

(4) 

Решения системы (3) ищем в сл·едующем приближенном виде, же­
лая определить грубую картину разбиения жидкости на конвекционньн~ 
ячейки: 

1 
Т = - - у + Аа (х) ~ (у); 'Ф = В-ф (х) 'Ф (у). 

2 
(5) 

Подставив (5) в (3) и проинт1егрировав по у в пределах [ -+. + J. получим с учетом граничных условий систему уравнений 
для 'Ф (у) и ~(у). Затем интегрируем систему (3) по х в пределах [ -+· +] и получа.ем приближенные уравн·ения для ер и а. При же­
лании можно улучшить точность получаемого приближ·ения, разбивая 
область, занятую жидкостью на более мелкие участки, где Т (х, у) и 
'Ф (х, у) аппроксимируются выраж·ениями (5). Однако в этой стать·е мы 
ограничимся нулевым приближением. (Далее буд·ет показано, что уже 
в этом приближении им·еется удовлетворит·ельное согласие с решения­
ми уравнений (3), полученными разностными методами [3] .) Итак, дл я 
ер (х), а (х), 'Ф (у), ~(у) ииеем уравнения 

2 ВМУ, № 6, физика, ас11рономня 645 



d4<p (х) 

dx4 

1 

2 

1 -
2 

1 -
2 J 'ljJ (у) dy + ~ (х) s d4ф (у) dy = G da (х) s ~(у) dy, 

1 

2 

l 

2 

dy4 
1 

2 

d4ф (у) s ер (х) dx + 'Ф (у) 
dy4 

1 

2 

l 

2 

dx 

l 

12 . 

5 d4<p (х) dx = О 
'dx4 ' 

l . 

2 

1 

2 

1 

2 

d<p (х) а (х) s ~ (у) f dф (у) dy = d2a (х) 
dx dy dx2 Р 

s ~(у) dy + 
1 

. 2 

1 

2 2 

1 

2 

1 +- а(х) 
р S 

d2~ (у) dy­
dy2 

d<p (х) s 'Ф (у) dy, 
dx 

1 1 

2 2 

2 2 

dф (у) ~ (у) s (jJ (х) da (х) dx = _1 ~(у) s d
2
a (х) dx + 

dy dx р dx2 

1 l 

2 

+ -! d2~(y) 
р dy2 

1 

2 

S d (х) dx. 
l 

2 

2 

(7). 

(8} 

(9)1 

Сделаем, наконец, последнее приближение. Положим нелинейные­
чл е.ны 1в 1у~равнениях (8) и (9) ра:вными О. Однако в етю:--1 случа·е нел1и­
чины Аа (х) ~(у) и Вср (х) 'ljJ (у) могут быть определены только с точ­
ностью до постоянных нормировочных коэффициентов А и В. Чтобы 
опр.е,ц.елить эти величины, достаточно построить положительно-опреде­

ленный функционал: 

1 

2 

l 

2 

s = 5 S dxdy{[ аф алч~ - аф алф -ЛЛ'ljJ + G ат j2 + 
ау ах ах . ау ах 

l 1 

2 2 

+ [ a'I' ат - аф ат _J_ лт]2l. 
ау ах ах ау р J 

минимизируя который легко получ·ить уравнения для А и В. Для этого 
достаточно подставить в S значения 'ljJ (х, у) и Т (х, у) из (5), тогда: 
получим 
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где ai - постоянные числа. Условие бS (А, В) =0 дает сист-ему уравне· 
ний для А и В. Таким образом учитывается нелине~ный характер урав­
нений. 

Введем обозначения 

1 

2 

S 
d4<p 
-dx 
dx4 

1 

л. = - __ 2 ___ _ 

1 

2 

k = 

1 

2 

s 
1 

2 

l 

2 

S <p(x)dx 
1 

s 
2 

1 

2 

J 'Р (у) dy 
1 

А= __ 2=-----
1 

2 

.\ ~(у) dy 
1 . 

2 

l 

2 

Получаеi\1 окончательно систему уравнений: 

d41JJ (у) - Л-ф (у) = О, 
dy4 . 

d2~ (у) + k~ (у) = о, 
dy2 

d2a (х) 

dx2 

а (х) dx 

d2a (х) - ka (х) = РА d<p (х) ' 
dx2 dx 

d41jJ (х) + Лер (х) = _о__ da (х) • 
dx4 А - dx 

Граничные условия ( 4) перейдут в 

dx 

(10) , 

( 11) 

(12) 

(13) 

(14) 

( 15) 

~(у) = О Ju=-_l_, _1_; 'Ф (у) = d~~y) = О lи=- _1_, _!_; (16) 
2 2 2 2 

а (х) = О lx=- _!__. _l_; ер (х) = d:~x) = О lx=- .!_, .!_. 
2 2 2 2 

Приступим к решению сист•емы уравнений (12)-(15). В уравнении 
(12) Л может быть как м·еньше, так и больше О. Когда Л<О (12) можно 
представить в виде 

(~ - i У - л.) (~ + i V - л) 'Ф (у) = О, 
dy2 dy2 

откуда следует, что общее решение уравнения может быть записано 
в виде 
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~(у) = А sln ( ~2 V - Л у) ch ( ~2 ii- л·у) + 

+ В cos ( ~2 V - Л у) sh ( ~2 V - 5. у) + 

+ С cos ( ~2 V - Л у) ch ( ~2 V - Л у) + 

+ D sin ( ~2 V - Л у) sh ( 1~2 V - Л у). 
Из граничных условий для \jJ получаем 

( V2 41 -) ( V2 41-) С= -D tg -
4
-v -Л th -

4
-v -Л ; 

( -{2 41-) ( V2 41 -) А= -:в ctg -
4
-v -Л tl1 -

4
-i: -Л , 

а из равенства нулю производных dф на границе области имеем 
dy 

c = D 
( У2 4r-) ( -,/ 2 41-) ctg -4-у-Л. th -4-у-Л. + 1 

( -12 41 - · ) ( -12 41 -- ) -ctg - 4- у -Л. th - 4- у -Л. _ + 1 

( V2 4 - - -) ( У-2 ~r-) tg -4- -il -л. ith -4- у -Л. -1 

tg ( ~2 v - л.) th ( ~2 v - л.) + 1 

(17) 

(18) 

(19) 

Приравнивая правые части первых уравнений системы (18)-(19), 
получаем 

ctg z th Z + 1 = - tg z th Z, где Z = У2 V - Л. (20) 
- ctg Z th Z + 1 2 

Пос.1е неслож·ных .прео61разона1Ний получаем ·у:равнение- sin 2Z=sh 22, 
котор ое им·еет только тривиальное решение. 

Аналогично из вторых уравнений (18)-(19) получаем 

tgZthZ-J = ctgZthZ, откуда sin2Z = sh2Z. 
tg z th z + 1 

Такнм образом, пр и Л<О и граничных условиях (16) имеется только 
нул·евое решение уравнения ( 12). 

Если же J.>0, то уравнение (12) можно записать в виде 

( -d
2

Ф (у) + V~'\J (у)) (~ - V~'\J (у))= о. 
dy2 dy2 

Поэтому общее решение равно 

'Ф (у)= А sin }rJ.y + В cos V~y + С sh V~y + D ch V~y. 

Из граничных условий получаем 

А sin Z +В cos Z + С sh Z + D ch Z =О, 

648 



- А sin Z + В cos Z - С sh Z + D ch Z = О, 

А cos Z - В sln Z + С ch Z + D sh Z = О, 
А cos Z + В si11 Z + С ch Z - D sh Z = О, 

j;x 
Z =-· 

2 

Сложив ·и вычтя первое и второе, а заrем третье и четвертое урав­
нения этой сисrемы, будем иметь 

В cos Z + D ch Z = О, А si11 Z + С sh Z = О, 

В siп Z-D sh Z = О, А cos Z + С ch Z =О. 

Откуда следует, что для того чтобы В, D=l=O, необходимо 

tg z = -th z. 

А и С будут отличны от нуля, если tgz=thz. 
За исключением тривиального случая, решения двух подученных 

трансцендентных уравнений не совпадают. Поэтому возможны два 
класса р•ешений: 

( 
4 ifx trx 4 ) 1. 'Ф(У) =В chV~ycos-2--ch-2-cosV~y, tgZ=-thZ; (21) 

уЛ. 4 - 4- уЛ. 

( 

4r- 4r-' 
2. 'Ф (у) = А sh -

2
- si11 )!Лу - s\1 i!Лу sin -

2
-), tg Z = Н1 Z. (22) 

Аналогично для уравнения (13) получаем тоже два класса 
решений: 

1. ~(у) = А si11 2nmy, когда k = (2mn) 2
; 

2. ~(у)= В cos (2nm + n) у, когда ll = (2т + 1)2 n2
, 

где т - целое число. 

(23) 

(24) 

Чтобы решить сис'J'iему уравнений (14)-(15), продифференцируем 
d!p 

(15) по х и далее подставим в полученное решение выражение 
dx 

из (14), в результате получим: 

dба (х) - !г d4a (х) - (- Л + GP) d2a (х) - Мех (х) = О. (25) 
ы ы ы 

Граничные условия для этого уравнения нетрудно получить из (16): 

l 
l l - --

d2a (х) 2 da (х) 
- ll J сх (х) ах 2 

сх (х) 2 = О; = О; =0. (26) 
l dx2 

l dx l 
2 -- --

2 2 

Искать решение уравнен.ия (26) 1МЫ ~будем в виде: а(х) =evx. Под­
ста1вляя это •Выражение 1в (25) и :Вводя обозначе1Н.ие p2= Z, запишем : 

zз - kZ2 - (- Л + G Р) Z - Лk = О (27) 

или 
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где 

1 
1 
1 
1 

1 
) 
1 
1 
1 
\ 
\ 
1 
1 
1 
1 
\ 
\ 
1 
\ 
\ 
1 

1 
1 
1 
\ 
\ 

z'з= (Z" + -л: + аР' )2 + Л'- (-Л.' + GР')2 
2 4 ' 

1 1 z'J 
1 1 1 
t 1 1 
1 f 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
\ 1 1 
\ 1 1 
\ 1 1 
\ 1 1 
1 1 1 1 
\ , / 1 / 
\ , 1 1/ 
\ 1 ~ 
\ 1 l 
\ 1 1 z~(A') 
\ / 1 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

z' 

Z = Z' k· /..' = _?:__. GP' = GP (28) 
' k2 ' k2 • 

Пр авая часть этого уравнения пред· 

ставляет собой параболу в iПЛОСК•ОС­
ти Z', Z'2 с координатами вершины 

-Л.' + GР' 
х - ----'---

0 - 2 ' 

(-Л.' + GP')2 , 
Уо -""= - + Л · 

4 

Вершина (хо, Уо) передвигается по 
параболе Уо = -х~ + Л', причем, 

Л.' 
так как GP'>O, х0 < - (см. 

2 
рис. 1) , Л' 'Меняется в очень узких 
пределах, если учесть, ч10 периодич­

нос-ги фуs.кц1и-и тока и те,м.пе~рату,ры 

IПО оси у должны быть ·Согласованы, 
т. е. определенному Л соответствует 

оп·ределенное k. 

!!/ 

' '1ёР 
\ 
1 25 
1 
1 
1 

' z;(A•) 
\ 

20 

1 
1 \ 

\ 1 

\А"' 
/ 

/ 

' 1 

15 

·"'- о ! s !О !S !8л 

Рис. 1 Рис. 2 

В результат·е для 'А' имеем 

' ' ' ' ( 1 )4 Л1 ~ 5 · 13; Л2 ~ 2 · 43; Лз ~ 1 · 85, .. . , Лп~4 ~ \. 1 + 2п . (29) 

Из 1р•ису1Н1ка 1 .влд:но, чт.о 1кСJ1гда .ве1рши1на па1раболы Z'2 наход1и11ся ~между 
точ1кам·и А и А", Т1() им·еет,ся только Oi[LИH веще1са1в.ен1ный полюж,ительный 
кареш: ь 1у уравнения (27). Когда ж1е парабола Z'2, двигая1сь от А ~к А" 
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:пройдет некоторую критическую точку А", вое корни уравнения 
(27) становятся вещественными (один из них положительный, 
а другие два от•р .ицат.елыные). Для rар.авнения на прямrую 1 ( 1р .ис. 1) на­
неоены значения корней уравне1ний (32) 1И (33) (юружюи) (k=n2

). 

Обозначим положительный корень через Z~. Нетрудно выразить через 
вего другие два корня (Z;, z;). Для этого представим уравнение (27) 
в виде 

z'з_z' 2 -(-Л' + GP') Z' -Л' = (Z' -Z~) (Z' 2 + aZ' + р) = 

= Z' 3 + (а- Z~) Z' 2 + (р - Z~a) Z' -z~p. 

Л.' 
Отсюда получаем а - Z~ = 1; -.Л' = - z~p, или а= Z~ - 1; ~ = - . 

z~ . 

(Третье уравнение P-Z~a = - (- Л' + GP') дает нам выражение GP' че-
, 1 ' ' 

рез Z0 .) Таким образом, для нахождения Z1, Z 2 имеем 

-i ( (Z~- !)2-
4~' 

-z~ + 1 V Z0 z, ? = + --------
' ·- 2 2 

(30) 

Условие GP' >О дает Z~ > 1. 
' 4Л.' ' 

Из решения (30) следует, что, если (Zo - 1)2 - -. <О, то Z1 .2 комп-
Zо 

' 4Л.' 
.лексные. Если же (Zo - 1)2 - - . :> О, то корни вещественные. Критичес-

Zо 

.кое значение Z~ определяется из уравнения 

Z~(Z~- 1)2 = 4Л'. 

Различным Л' соответствуют различные критические Z~: 

z~ (л;) ~ 3,46; z~ (Л;) ~ 2,84; ... z~ (Л~) ~ 2,32. 

Итак возможны два случая: а) Z~- вещественное, а z;,2 - комплексные 
сопряженные числа, б) все три корня вещественные, из них один . положи­
тельный и два отрицательных. 

Случай а) аналогичен отрицат1ельному Л в уравнении (12) и харак-
теризуется отсутствием корн·ей. · 

В случае б) обще.е решение может быть записано в виде 

а (х) = А sln р1х + В cos р1х + С sin р2х + D cos р2х + Е sh р3х + F ch р3х, 
(31) 

где Рз = V kl~, Р1,2 = V - kZ; .2· 

Аналогичн•о уравнению (12) и зд·есь оказываются возможными два 
случа•я. ~огда В, D, F •отл:ичны •от .нуля, 'f1ра.н1ичные :упсл01ния 1.ребую1 'ВЫ­
полнения уравнения 

tg ( p;l) (PT + k)P~~+P~) _ tg ( p;l) (p~+k:~P~+ PT) + 

l ) (Рз2 - k) (Р22 - Р21) + th ( р~ Рз = 0. (32) 
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Когда же А, С, Е ·не ~равны .нулю, необхо.:~,1имо, чтобы 

ctg ( p~l ) (~ + k)p:p~ + р~) - ctg ( p;l ) (р~ + k) р~т + р~) 

-cth( Рзl) (p~-k) (р~-РТ) =О. 
2 Рз 

(33) 

Если обозначить наименьший по величине отрицательный корень Z' 
через а', то число Грассхофа выражается через а' и Л': 

GP = k2
( Л' + а' + а' 2 + ~: ) , 

111 если (а'+1) 2а'~4Л' и a'~l (что эквивалентно а'~3), то для опре­
деления корней получа.ем простые асимптотические уравнения 

tg ( yk"zyii) = 1 + tg ( 1yk"_vf' ) 2 Y-i? . 
2 2а' уЛ.' 

(34) 

ctg ( Ykl Уа' ) = _ 1 + ct ( 1 yii yf' ) 2 уа' 
2 g 2а' уЛ.' (35) 

( .:n: )2 
. l k .,f Л.' 2 + 2л:п При а' » _L2-- имеем для (34)а '= 12 .k , что дает при 

конкретных k, l возрастание критического числа Грассхофа пропорциональ­
но четвертой степени его номера: 

т. е. 

( ~+2лп)
4 

GP~ 2 
; если (....:!.._ + л:п) 2 » l 3k V!i. 

/4 2 

В свою очередь из (35) следуетJ 

ctg ( Ykl Га' ) = ctg ( l yk yJ; ) 2 .,!а' _ 00 • 

2 2а уЛ.' 

.,rk"1 Уа' --'----- при больших а'· стремится к пл:. Откуда 
2 

а' = (2пл:)2/ (/2k). 

Поэтому GP""' (-2-;:n:-)4. когда а' » _l_У_;_у_Г_'_ или (2пл:)2 » ZЗk Vli. 

Та.юое а·сим1птоти.че.ское по.ведение чисел Грассхофа удобно п.ре,д­
ставить графически (см. рис. 2). Пары рядом лежащих прямых пред­
ставляют собой места, где располагаются при (2пл:2 ) ~l3kyk точки, абс-

_4;-­
циссами которых являются номера решений (1,2,3".), а ординаты v GP-
B качестве примера на рисунок нанесены решения уравнений (32) (то ч­
ки) и (33) (кружочки) для l= 1 и k=л:2 • 

Из ри·сунка видно, что точки (п, t GP) довольно быстро стремятся. 
к своему асимптотич·ескому положению (уже при n=4 для l=l ·и k=л:2 

асимптотические формулы выполняются достаточно хорошо). Как вп­
дим, асимптот.ичооК~ие ~положения ч·иоел ГipaiacJGoiфa 1не зависят от k. 
Это говорит о том, что вокруг этих асимптотических значений, вообще 
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говоря, группируются целые семейства точек, причем наиболее удален­
ными являются корни, соотнетствующие первым номерам корней в каж­
дой .из групп, 1ОП1р еделяе:мых значвн,ия1м1и l .и k .и чеТJностью фун1Юцшй а 1 <р 
(т. е. принадл·ежностью корней к уравнению (32) ил·и (33)). 

Из рис. 2 также видно, что пары прямых с ростом длины бассейна 
оказываются все менее и менее наклоненными к оси абсцисс, что гово­
рит об у:-.1еньшении разности :-.~ежду соседними критическим·и числами 
разных порядков. При l-+oo эта разность стремится к нулю и все кри­
тические числа оказываются равными друг д·ругу например, при k=n2, 

GP ~ 1176, что -соответствует а'= 1,225 (это число несколько отличается 
от критического числа полученного Реллеем, последнее объясняется 
ошибкой метода расчета). 

Так как Vk" и l входят в уравнение (32) и (33) почти однаковым 
образом (единстненное отличие в разных значениях Л', которые меня­
ются мало), то корни уравнений (32) и (33), наименьшие по абсолют­
ной неличине, с ростом k стремятся к ограничивающим их снизу зна­
чениям. Поэтому при достаточно больших k критические числа, опреде­
ляющие число дроблений ячеек по вертикали, возрастают пропорцио­
нально четвертой степени числа ;~.роблений. 

В заключение прив·едем в качеств·е примера функции 'Ф и Т для 
l= 1-6. Поведение функций а(х) и ср(х) для различных длин бассейна 
и разных критических GP показано на рис. 3. Сравнение результатов 
расчетов функций тока и температуры, полученных в работах {2-3], с 
результатами данной статьи (рис. 4) показывает удовлетворительное 
11х согласие и такиы образом справедливость предположений, сделан­
ных для получения приближенных решений. 
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