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О ПАРАМЕТРИЧЕСКОМ ВОЗБУЖДЕНИ И ВОЛН 

ТОЛМИНА-ШЛИХТИНГА В ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ 

Рассмотрена возможность параметрическо~о возбуждения волн Толмина-Шлих­
тинга в пограничном слое при числах Рейнольдса, меньших критического. Получена 
зависимость этого числа от амплитуды возмущений в потоке. 

Одной из классических задач гидродинамики является исследова­
ние устойчивqсти ламинарных течений при разл1ичных граничных 
условиях с начальными конечными возмущениями или при наднчии 

возмущений во внешнем потоке. 
Несмотря на многочисл·енные попытки учесть начальные конечные 

возмущения, различным авторам удадось получить лишь частные ре­

зудьтаты. Так, авторы работ [ 1, 2 и 3] ищут нестаuионарные возi\! уще­
ния ла:v1инарного профиля скоростей в виде ряда волн, распространяю­
шихся вдоль канала . При этом им удалось получить нелинейные урав­
нения для «амплитуд» только нескольких членов этого ря;:I.а. В связи 
с этими работами следует указать на теорию Ландау [4], которая дае1 
ясную физ1ическую инт·ерпретацию · нелинейного взаимодействия возму­
щений. Упомянутые работы можно считать попытками конкретизиро­
вать вид коэффициентов в уравнениях Ландау. Интер·есны эксперимен­
ты, в к·оторых учитыв аются трехм·ерные возмущения при иссл·е.J,овании 

устойчивости погр анич~ного слоя (5] . 
В 1на1стоящей ра~боте 1рао0сматривается :влияние ,п е,рио;:I.иче.ских воз­

мущений скорости в пограничном слое на его устойч ивость при числах 
Рейнольдса (Re), близ~их к критическю1 . 

§ 1. Вывод основных уравнений 

Пре,щпо.1ож1и:-.1, что пла1сти1Н1ка обтекает,ся па·ра.1 .те.льно ей «споко й­
ным» потоком вязкой несжимаемой жидкости со скоростью Иоо. На 
определенном расстоянии от края пластинки лам1инарный пограничный 
слой теряет устойчивость. При Re=Re* возникают так называемые 
волны Толмина--1Шлихтинга (ВТШ) (6], функция тока для к оторых 
представляется в ви~е 

'Ф (х, у, t) = f срг (у) cos (ах- ~t) ~ер (у) sin (ах- ~t)] . (1) 
Скорости и (х, у , t) и v (х, у, t), получ,ающиеся путем дифференциро­

вания 'Ф (х, у, t): 
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и (х, у, t) = дф/ду и v (х, у, t) = - дф/дх (2) 

являются «возмущениями» в направлениях х (вдоль пластинки) и у 
(перпендикулярно пластинке) для ламинарного профиля скоростей 
U0 (у). Как видно из формулы (1), ВТШ имеют частоту ~ и распрост­
раняются вдоль пластинки с некоторой скоростью с: 

о: а с= L = с + ic; = ~' + i~i , (3) 
а а 
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Рис. 1. Границы области устойчи­
вости для волн Толмина-Шлихтинга 

где ~r - фазовая <жо1рость распро­
странения колебаний , ci - велич r1-
на ~позволяющая судить о затухании 

или нарастании колебаний. Она за ­
висит от Re и а. Если 

С; (а, Re) = О, (4) 

ВТШ являются незатухающю1и. 
К,ривая ( 4) отделяет на плоскостях 
(Re, а) и (Re, ~) области устойчиво­
сти от областей неустойчивости 
(рис. 1) . Важно от:v~етить, что при 
Re=Re* и а=а* (на самом «Носи­
ке» границы устойчивости) возни­
кает лишь одно-единственное одно­

частотное колебание с фиксирован­
ной частотой Р = ~* /2л и длиной 

волны 2л/а* =/"*. Иными словами, в точке Re*, а* выполняются усло­
вия генер ации лишь одной сину,соидальной волны. Следовательно, ме­
ханизм образования этой «первой» волны обеспечивается не1<Им одно­
частотным «автогенератором» с мягким возбуждением. Если рассl\10Т­
реть точки на плоскости (Re, а) и (Re, ~) с координатами а ';' , Re; ~ * 
(Re<Re*), то при малых разностях Re*-Re в таких точках мы имеем 
дело с «Недовозбужде1шой» одноча,стотной колебательноi1 систеl\IОЙ . 

Можно предположить, что если на основное ламинарное течение 
U0 (y) в погранично:\! слое наложено некоторое конечное периодическое 
возмущение 'ljJ1 (х, у, t), то при определенRом виде этой функции 
в «недовозбужденной» сисrеме могут возникнуть ВТШ. При очень 
малых периодических возмущениях ламинарный профиль «пульсирует» 
и остается устойчивым. 

Суммарная функция тока в пограничном слое 'ljJ (х, у, t), вообще 
говоря, удовлетворяет уравнениям Навье-Стокса: 

дЛ'\J -~ дЛ'\J +~ дЛЧ~- vЛЛ'ljJ = О, 
дt дх ду ду дх 

(5) 

где v - кинематическая вязкость, Л - оператор Лапласа. Функция 'ljJ 
;-,южет быть представлена в виде 

(6) 

' 
Здесь '\)J2 (х, у, t) - ВТШ, а 'ljJ 1 (х, у, t) - искомое нами периодическое 
возмущение, возникающее благодаря пульсациям скорости во внешнем 
потоке. Величина е 1 может быть порядка единицы , а е2<< е,. 

Пусть движение 'ljJ(x, у, t) =(f)o(x, у) +е 1 ~1 1 (х, у, t) устой чи во, тогда 
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Е1 д Л'/J1 + ЕТ дЛЧJ~ ~1- - ЕТ дЛ'Р1 дФ1 - е, vЛЛ'\/J + 
дt l дх ду . ду дх 1 1 

+ Е1 дфо д Л'/J1 - Е1 д3Фо_ дф1 = О. (7) 
ду дх ду3 дх 

Для отыскания уравнения, описывающего малые возмущения 1jJ2 (х, у, t), 
подставляем (6) в (5). Тогда, пр1ен1ебР'егая членами порядка е,~ и 
учитывая (7), получ'Им 

д Л'/J2 + дФо д Л'\J2 _ д3 Фо д'/J2 __ 1 _ ЛЛ'\/Jz + Ei дф1 д Л'\J2 
дt ду дх дуд3 дх Re [дх ду 

-е.1 дФ1 дЛ'\J2 + Ei ~л~ дФ2 -е.1 raл'\J1 a,v2 =о. 
ду дх дх ду ду дх 

(8} 

Уравне~ше (8) и нижеследующие приведены к безразмерному · в иду. 
За масштаб длины взята толщина пограничного слоя б, а масштаб 
скорости - Иоо. 

Если форма профиля скоростей И0 (у) = дфо и вид функциИ' 
ду 

'l\J1 (х, у, t) задан, то уравн·ение (8) вместе с кра·евыми условиям•и для 
'l\J2(x, у, t) мож•ет служить для отыскания критерия нарастания функ­
ции 'l\J2 (х, у, t). Однако нас интересует другая «сопряженная» задача. 
Сформулируем ее. 

Пусть теч·ение таково, что Re<Re*. Какую величину и форму не­
обходимо ·задать для возмущения профиля E1'1\J1 (х, у, t), чтобы воз бу­
дить в поток·е незатухающие ВТШ? 

Итак, нам 1изв·естно, что '1jJ2 (x, у, t) имеет вид (1) и удовлетворяет 
следующему уравнению: 

(_д_ +Ио _д_) Л1/J2 - a2uo дФ2 = _1 _ ЛЛ,р2, 
дt дх ду2 , дх Re* 

(9} 

а функция rp(y) =(j)r(Y) +irpi(Y) является р1ешением уравнения Орра­
Зоммерфельда [6] в точк·е а*, R·e*: 

и удовлетворяет кра·евым условиям 

ч>г (О) = qJi (О) = ер~ (О) = rp; (О) = О, 
(11} 

rp~ (1) + а*срг (1) = О, ер; (1) + a*cpi (1) = О. 

Добави.м rк у1р·ав1не;нию (8) чл~ен 1(l/R1e *) ,ЛЛ'ljJ2 и вычтем ~его. Учтем, чт о 
'l\J2 удовлетворяет ура·внению (9) . Благодаря этому (8) сильно ynpo-
щает•ся: 

д Л\jJ~ д'\J1 _ д Л'\J2 дФ1 + дф2 [д л,~1 _ 
дх ду ду дх ду дх 

- д'\.'2 д Л'\J1 = _1_ ( _1_ - _ 1 _) ЛЛ 'l\J2. (12} 
дх ду в1 Re Re* 

Зам·етим, что (12) явлнется линейным уравнением с изв·естными перио­
дически меняющим1ися коэффициентами: 

ал'Ф2 rалФ2 ~~ а,~2 лл, 1, . 
дх ' ду дх ' ду ' "'

2 
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Поэтому задача аб отыскании фуJ-Iкции 'tjJ 1 (х, у, t) и иссл.едовании ее , 
поведения является параметрической зада'Чей. Естественно предполо­
жить, что колебания на собстненной частоте, имеющие собственную 
форму <рт(У), cpi(Y) в «недовозбужденной» колебательной си·стеме 
(точка Re н:(;Rе *, ~ *, а*), легче ~всело !Возбудятся, 1еСЛ;И 1jJ 1 (х, у, t) бу­
дут 1ИJМ<еть в.ид, а1на:Jюличный (1): 

'Ф1 (х, у, t) = f 1 (у) cos а (а*х- ~· t) + f 2 (у) sin а (а*х - ~ · t). (13) 

На·иболее опасны в смысле возбуждения колебаний на частоте ~* 
параметр1ич·ески1е возд'ейст.в.ия :на уд:военной ча,с-готе . Этю з;начwг, что в 
(13) а=2. При этом остаю1'Ся 1неоп1р·еделенными наиболе:е опасные 
формы f1(y), f2(Y) и параметр 81 для различных Re<Re*. Чтобы найти 
эти функции, выражения (1) и (13) следует подставить в уравнение 
(12). После этого в (12) нужно выделить коэффициенты при 
sin (a*x-p*.t) и cos (a*x-p*t). 

Другие члены уравнения (12) с комбинационными фазами 
З(а*х-р*'t) не будут играть существенной роли и их можно отбросить 
так ж·е, как это делается при рассмотр·ен•ии кол·ебаний в контуре на 
ос'Новном параметрическом резонансе. Собрав коэффици·енты при сину­
се и косинусе, можно образовать сл·едующую систему неоднородных 
дифференциальных уравнений: 

!;" = ао8'- a1'f;- а2 f;- аз f;- a4f1 - asf2, 

f ;" = Ьое + Ь16 - b2f; + b2f; -b4f 1 -bsf2, 

(14) 

где коэффициенты ai и bi являются функциями у .и выражаются чер·е~ 

комбинации «амплитуд» ВТ1Ш (/Jr и <pi и •ИХ производных. Парам·етр 8 

rавен 

8= -- -----. ~ 1 ( 1 1 ) 
в1 Re Re* 

(15) 

Функции f 1 (у) и f2 (у) удовлетворяют граничным условиям, аналогич­
ным условиям ( 11): 

f1(0) = {2(0) = t; (О) = t;(O) = О, 

t; (1) + 2a*f2 (1) =О, 

t; (1) + 2а* f 2 (1) = О. 

§ 2. Обсуждение результатов расчета 

(16) 

Необходимые для образования коэффиr.щентов ai (у) и bi (у) функ­
ции (/Jr (у) 1и <pi (у) и их производные находились с помощью решения 
у1ра1в.нения (10) •В Т<очrое а*, Re *. Са·м~о по ·се~бе 1р.ешение УJравнения 
Орра-Зоммерфельда было достаточно сложной задачей из-за нал'Ичия 
у этого уравнения быстро расходящихся частных решений. Поэтому 
задачу пришлось решать с помощью ·специального метода Годунова на 
цифровой быстродействующей машине (м•етод прогонок с пер·е'Норми­
ровками) [7). Полученные графики функции ч>r(У), <i'i (у) приведены 

на рис. 2, соответственно а* =0,665, Re* = 1660 и с; =0,415. Вычисле­
ние <i'r (у) и <i'i (у) было облегчено тем, что величины критических пара­
метров брались из (6). 
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Сист·ема уравнений (14) в свою очередь решалась на цифровой 
машине. Результаты этого решения представле.ны на рис. 3. Вычисление 
f1 (у) и f2(Y) было затруднено, так как коэффициенты ai и bi в системе 
( 14) п1р и у-+0 ст,р·емятся .к 6есжо1н·еч11юсти. Поетом1у .выполнение г,р ан.ич­
ных условий 1(16) 1мы т1р ·е6овали 1не .п~р,и у=О, а· пр.и мал-ом Yi=0,002, 
там, где f 1, f2 и /;, f; еще достаточно малы, а коэффициенты ai и bi 

Рис. 2. Собственные функции уравне­
ния Орра-Зоммерфельда 

Рис. 3. Формы распределения амплитуд 
для наиболее опасных возмущений 

имеют довольно больши1е, но конечные значения. Полученные формы 
f 1 (у) и f 2 (у) являются наиболее «опасными» функциями распределения 
амплитуд «внешнего» воздействия. На р·ИС. 4 пр·едставл·ены «мгновен­
ные» фотографии возмущенного профиля скорост·ей в фиксированной 
точк·е в последователыные моменты вр1емени t=t1 (а), t=t1+T/4 (6), 
f= ,f1 + Т/2 (в), t= t1 +ЗТ/4 (г) (лер.иод Т=2л/2В *). Дополни~гелыiые 
расчеты показывают, что распред·ел·ени·е амплитуд колебательного воз­
мущения профиля, подобное «наибол1ее опасному», можно получить 
в случае, когд'а в пространстве над плоскостью в~оль направления х 

распространяется плоская волна возмущения скорости с частотами по­

рядка 2В * .и оо~ответст:вующим1и длина,м.и 1вол1н. 
Одноврем·енно с формами f1(1) и f(y) были получены зависимости 

величины Re** от параметра 81. Эта зависимость пр·едставлена на 
'рис . 5. Она показыва·ет, как уменьша·ется крит.ическое число R·e**<Re* 
в зависимости от величины «амплитуды» 81 в наибол~ее опасном случа.е_ 
Из рисунка видно, для того, чтобы Re** снизилась на 7% от величины 
R·e *, соответствующей н1е~возмуще1нному пото.ку, необход1имо е 1 ~вз1я·ть ~рав ­
ным единице. Приведем оценку наибол·ее опасных частот и длин волн 
вн·еш1н1их ·в~оз,муще1н.ий. Как .мы ,уже ·гово1р ·или, та1кая ча·стота 1ра1вна .у1дво­
ен.ной чапоте в;н.ешних .воздейст:в,ий. Так ка.к (ом. 1р1ис. 1) ~бе.зр:а.змерные 
В*= 0,26, а а*= 0,665, то юоо•тветст.вующие этмм •удное~нньrе .вел:ич•и:ны 
ра·&н ы 2 В=О"52 и 2а *="1,3. П.ри·не,д:е1м, 1нацриме;р, ч.и•сл·енные значения 
к.р.ит.ичеок,их па1раметров •В 1случа•е об11е1ка1н,ия пла·сти1н,к1и пот01ком .воды 
(И=5 ,и/сек., v=•l,3·10-6 .м2/сек.): б=5·1О-2 см, B*/2:rt=800 гц, 2Л*= 

5 ВМУ, № б, ф11з11ка, астрономия 695 



=0,24 слt. Пр,и фикси1ро·ванной вел1ич.ин ·е R'e ** с увеличением окор'о,сти 
потока частота 2~ * ~растет пр1оп0~р1цию,нально И~, а 2л: ~ - 1

-
иоо 

В·ернемся к обсуждению порядка величин амплитуд наиболее 
опа.сных ~колебаний. 1Для .их ·оценки ~н1еО1бх·од,иМ'о е 1 умнощ,ить iНа ,вел1ичи1ну 

юшлитуды ск1орост,и 1 и lmax::::::: е1 1 дfi' 1 U00 • Из расчета следует, что 
ду max 

1 и lmax ~ е 1 ~ 1 ~ " . о 15 
и ~ 1 д ~"'1 ' . 

оо У max 
t 17) 

Таким образом, при Re**, мало отличающихся от Re* (е1 = 1), отно-
1 иlmах О 15 шение и , , т. е. tдл 1я параиетричеокого воз,буждеиия слоя необ-

оо 

ходи.:-.ю наложить на п~роф.иль 1стациона·рного аб'I'вка.ния дово.1Ь1но боль-

а 

у 

1-----~' 1 
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'/ 
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Рис. 4. «Мгновенные» фотографии воз­
мущенного профиля в последовательные 

моменты времени 

шое по ·ве.1ичине пульсИ1рующее 

воз·;-.1ущение с1юрости. Укажеч 
ряд пр.ич·и1н , :-.югущих при.вест.и к 

В'Озбуждению ~ВТШ . 

l, 

1630 1660 
Re 

Рис. 5. Зависимость параметра 81, 
от числа Re 

Большие по величине периодические возмущения ламинарного 
профиля могут быть созданы цепочкой вихрей (дорожкой Кармана), 
движущихся над плоскостью вне пограничного слоя, ил ·и с помощью 

колебаний узкой ленты, помещенной в самом пограничном слое [6]. 
Турбул·ентные возмущения, всегда имеющиеся в набегающих пото­

ках, вызывают случайную параметрич,ескую модуляцию ламинарного 
профиля, которая может в принципе привести к потери устойчивости в 
рассматрива·емой одночастотной недовозбужденной колебательной си­
стеме [8]. При этом важно, чтобы спектральная плотность возмущений 
на удвоенной частоте ВТШ имела бы заметную ве.'!ичину. 
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Расчеты показывают, что даж'е мощная звуковая волна, распрост­
раняющаяся над плоскостью, не окажет сколько-нибудь заметного 
влияю1я на параметрическую устойчивость слоя. 

В заключ,ение отметим, что малая эффективность параметрического 
возд·ействия на пограничный слой 'Над плоской пластиной объясня,ется 
малой добротностью одночастотной колебательной системы. Однако · 
модуляция профиля пограт1чноrо слоя является своеобразной «пара­
метрич,еской накачкой», которая может обеспечить усиление возмуще­
ний на опр,едел,енных частотах, подобно тому, как это происходит в кон­
туре с флуктуирующей собственной частотой. С другой стороны, погра-
1шч~ные ,слои ,на .изогнутых пове1рх1ностях :v~огут порож~дать одноча.стот­

ные колеба·тельные ,системы с ,большей доб,рот;ностыо. 
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