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ФЛУКТУАЦИИ В СИСТЕМАХ МНОГИХ СВЯЗАННЫХ 

АВТОГЕНЕРАТОРОВ 

Рассмотрены системы большого числа автогенераторов, свнзанных через прово­
димость в кольцо и в цепочку. В линейном приближении найдены дисперсии разностей 
фаз генераторов при наличии шу~1а как во всех, так и в како~1-лпбо одном из авто­
генераторов. 

Изуч.ение периодических процессов в биох•им·ии приводит к необхо­
димости исследовать системы большого числа связанных м·ежду собой 
автогенераторов: эти системы моделируют взаимод:ействие отдельных 
сбъе.\IОВ или клеток, в которых идут автокол·ебательные химические 
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реакции 1[1, 2J. Влияние шума на такие 
системы до •СИХ пор не учитывалось, хотя 

присутствие шума в химических систе­

мах является принципиально необходи­
мым (в ча·стности, благодаря тепловым 
флуктуациям концент,раций). Относи­
тельные флу.кгуаци1и числа молекул в 
реакторе, вызванные тепловым движе­

нием, имею r, как известно, порядок 

IJVN, где N - число реагирующих 
молекул. Они ' пренебрежимо малы в 
обычных химических · системах, где 
N ~ 1023, однако в биохимических систе­
мах, где N ~ 103, величина относитель-
ных флуктуаций составляет несколько 

процентов и оказывает за.\1етное влияние на поведение системы. В хи­
!11ИЧеских систеыах с больши.>1 числом взаимодействующих молеку.1 
значите.1ьный шу:..1 обусловлен турбу.1ентны.>1и пульсациями. 

В настоящей работе изучается влияни':: шуJ'1а на процессы синхро­
низации в цепочке из произвольного числа автогенераторов, расоют­

ренно~'i в [3], а также аналогич1на1я си~стема г·ене,раторав, зам.кнутая 
в кольце. Известно много работ, посвященных иссл·едованию флуктуа­
ций фаз синхронизованных автогенераторов (например [ 4]), однако их 
авторы ограничиваются разбором небольшого числа связа·нных генера­
торов. Лишь в недавнем обзоре [5] упо:vrинается работа «0 ширине 
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спектральной линии системы N взаимно синхронизованных генера­
тороВ» [6]. 

Кроме случая, когда мощности шумов в каждом из ген€раторов 
системы одинаковы, в настоящей работе рассматриваются флуктуаций: 
фазы при наличии шума · лишь в каком-либо одном из генераторов. Та­
кое рассмотрение позволяет получить более детальную информацию 
о процессах распространения влияния шума в системе, полезную в био­
логических приложениях. 

§ 1. Постановка задачи 

Изучим цепочку из М одинаковых автогенераторов, описываемую 
системой уравнений [3]: 

•. 2 • . • 
х0 + w2x0 = 28 (1 - в2 Хо) х0 + а (х1 - х0) + ~0 , 

•• . 2 . . . 1 • 

xk + (t)2Xk = 28 (1 - в2хk) xk + а (xk-i - 2.xk + Хн1) + ;k, (1) 
.. 2 . . . 
Хм-1 + W2Хм- 1 = 28 (1 - В2 Хм-1) Хм.- 1 -j- а (Хм-2- Хм-1) + SM - 1, 

k=l,2, ... ,М -2; (si(tH;(t + 'L")) = 8ijNб(т) . 

Здесь 8 и а - малые параметры. Решени'е системы (1) будем i пскать 
в виде 

xi = Ai (t) ros (wt + <pi (t)), xi = - wAi (t) sln (wt + <pi (t)), 

где Ai (t) и cpi (t) - медленно меняющиеся функции времени. По.'1Ьзуясь 
методом §. 13 книги [7], получим систему укороченных уравнений для 
амплитудАi(t) и фаз ЯJi(t): 

· бе2А~ аА0 + аА1 ( ) + N , 1 А0 = 8А0 - - -- -- cos <р1 - ср0 --- --;-- - 11 0 , 
~4 2 2 4ro2A0 u) 

· бе2А~ aAk aAk-1 ( ) ...L Ak = 8Ak-
4 

--
2

- + 
2 

cos Cf>k-1 - Cf>k , 

-/- :aAk+i ( ) , N + 1 cos Cf>H1 - Cf>k т -
4 

• А - 'llk• 
2 UY'k (J) 

. бе2Аt-1 
Ам-1=8Ам-1----. . 4 

аАм-1 + аАм-2 ----'- cos (Сf>м -2- rрм-1) + 
2 2 

N 1 + ---- + -11м-1, 
4rо2Ам:-1 ro 

(2) 

аАм-2 
Сf>м - 1 = 2AM-l Sin (срм -2 - Сf>м-1) + roAм-I Sм-1, 

N 
k = 1, 2, " . , м - 2; (si UH; (t ·+- 'L")) = 8i; -

2
- 8 (т), 

N 
(11; (t) 11; (t + т) ) = 8ii -

2
- 8 (т), (si (t) 11i (t + т)) = О. 
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В отсутствие шума амплитуды Ai имеют определенные стационар­
ные значения Ai, которые с точностью до коэффициентов связи а равны 
Ai=2/e. Стационарными знач,ениями разностей фаз являются, очев·идно, 
(ср1-сро) = 1 (ср2-ср1) = ... = (сры-1-срм-2 ) =0. 

Линеаризуя уравнения (2) в окрестности стационарных значений 

и пр енебр·егая членами вида Nai и aai, где ai=Ai-A, получим 
. 1 . 

ai = - 2баi + - 'YJi, i = О, 1, ... , М - 1; 
(i) 

· а 1 
(j)м-1 =- (cpм-2 -qJм-1)~+ ---GM-l· 

· 2 wA 

(3) 

,М-2; 

Из вида линеаризованных уравнений ясно усматрива·ется статисти­
ческая независ.имость амплитудных и фазовых флуктуаций. Из (3) вы­

N 
текает (aia

1
.) = -- бi 1 . • В дальнейшем изучаются лишь фазовые флук­

s&о2 

туации . 

§ 2. Вычисление дисперсий разностей фаз связанных автогенераторов 

Уравнения фазовых флуктуаций (3) могут быть записаны в виде 

· а дИ 1 
cpi = - 4 ·а;- + w.4 si, (4) 

где 

Мы изучим также фазовые флуктуации в «кольце» автогенераторов . 

Систе:\1/ а уравнений, описывающая кольцо, отлича·ется от (1) лишь 
крайни:\1/И уравн·ениями. В этом случае 

И = (ср1 - сро) 2 + (ср2 - ЧJ1) 2 + · · · + (срм -1 - qJм-2) 2 + (сро - qJм,- 1) 2 . (6) 

Решая уравнение Фоккера-Планка, соответствующее флуктуационным 
уравнениям (4), можно найти стационарную плотность распр·еде- 1 

лен'ия [7]: 

wст ( ср0 , ср 1 , ••• , qJм-1) = coпst ехр {-
aw2 л2 

N 
и}. (7) 

Мы буд·ем рассматривать лишь разности фаз генераторов, поэтому 
можно положить ср0 =0. Из сопоставления выражений (5) и (7) видно, 
что разности фаз отдельных звеньев цепочки некоррелированы ·и .имеют 

С'динаковые дисперсии 

(8) 

Для вычисления дисперсий разностей фаз r·енераторов, замкнутых 
R кольцо, необходимо найти матрицу, обратную матрице квадратичной 
формы И = аа13 ера ср13, где 
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2 - 1 о о 

- 1 2 -1 о 

ll aa13 ll= о - 1 2 о 

о о о .. . 2 

Используя результат det 11 aa13 ll = М, нетрудно найти диагональные элемен­
ты матрицы 11 kap,11 = 11 аар, 11-:1, определяющие дисперсии разностей фаз гене­
раторов: 

(9) 

Формула (9) совпада·ет с соответствующей формулой для цепочки ге­
нераторов (8), ·если число генераторов велико, т. е. при M-roo. По­
скольку kap, = \(ера - ср0) (срр,- ср0)) можно с учетом кольцевой симм·ет­
рии задачи получить 2kap, = kaa + kp,13 - k1a-f3 i ia-f'>\• т. е. выразить не­
диагональные элементы ll katJ ll через диагональные и, таким образом, 
полностью решить задачу обращения матрицы 11 aafJ ll · 

§ 3. Фазовые флуктуации при неодинаковых частотах 
и интенсивностях шумов 

Р€зультаты § 2 нетрудно обобщить на случай, когда собственные 
частоты генераторов имеют небольшой разброс около центральной час­
тоты @о внутри полосы синхронизации, т. е. если @i=@0+vi, причем для 
упрощения формул примем v0 + ... +vм-1 = 0. Тогда вместо функции И, 
заданной формулой (5), в уравнение ( 4) следу€т подставлять функцию 

U* = U + +а (Vo(j)o + 'V1(jJ1 + · · · + 'VM,- 1 (j)м - 1). 

В этом случае вместо (8) получим 

(( )2) N (1 + 2( vo + ·~· 'llk-1- )2)· cpk - cpk-1 = ? 2А- 2 _aw 

(1 О) 

( 11) 

Из ( 11) видно, что расстройки ген·ераторов по частоте могут в об­
µ.1.~ем случа·е увеличить инт·енсивность ф азовых флуктуаций, однако, если 
в цепочке можно вьщелить группу генераторов, такую, что .их расстрой­
ки в сумме рав·ны нулю, то флуктуации разностей фаз усилятся внутри 
та1к,о]J гру.ппы и .не .иЗ!м•енятся за €е 1п.ред€ла1~1 и . В частности, если ~рас­
строены по частоте лишь два сооедних ген€ратора V1t=-V1t+i=FO, то 
увеличится лишь < ( срм 1 -ср11.) 2>, а в других звеньях цепочки флуктуа­
ции разностей фаз останутся без изменений. 

Менее тривиальным обобщением результатов § 2 является описание 
фазовых флуктуаций в том случа·е , когда интенсивности шумов, возни­
кающих в ген·ераторах, различны и, в частности, если шумящим яв­

ляется лишь один генератор. 

Рассмотрим систему уравнений ( 4), в которой 

N 
~1 = ~2 = · · · = ~м.- 1 = О, ~о = ~ . ( ~ (tH (t + -с))= - б (-с). (12) 

2 
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Буде:\1 считать М четным число::-.1. Тогда QJn (t) :110жно представить в виде 

~-1 
2 

fРп (t) = !!_о 
2
(t) + ~ ( ak ( t) cos 2~kn + bk ( t) sin 2~ ) т ам~ (t) cos м, 

где 

k=I 

(13) 

М-1 М-1 

а, (t) = ~ ~ срп (t) COS 
2;п , Ь 5 (t) = 1~ ~ <рп (t) sln 

2:п . (14) 

n=O 

Подобным образом представим 

~-1 

n=O 

2 

Gn (t) = Po
2
(t) + ~ Pk (t) COS 

2~п + Рм~ (t) COS :лп. (15) 

k=I 

2 
С учетом (12) Pk (t) = - G (t) при всех k. Подставляя (13) и (15) в (4) 

м 
и учитывая, что 

cos 2л:k (!! ·- 1) _ 2cos 2л:kп + cos 2л:k (п + 1) = _ 45ln2 л:k cos 2л:kп 
м м м м м . 

sin 2л:k (п - 1) _ 2sin 2л:kп + sin 2л:k (п + 1) = _ 45in 2 лk sin 2лkп 
м м м м м . 

получим систему флуктуационных уравнений для ak (t) и bk (t): 

. л:k 2 . л:k 
ak + 2asin2 -ak .= G. ьk + 2asin2 --bk = O. (16) 

М Мы А М 

Из этой системы сл~дуе_т (кроме k=l=O), что 

N 1 
(akaz) = -

м2 аы2л2 nk nl 
sin2 - + sin2 -

Используя ( 1 7), найдем 

м ,\11 

м -1 
2 

~ 
k=I 

~-1 
2 

\1 х 
~ 
1=1 

( 
2л:lп 2л:lт ) ( 2л:kп 2л:kт ) 

cos м- - cos м- cos м- - cos ---м-
х --=-----------'---------'---

л:k л:l 
sin2 --+ sin2 -

м м 

(17) 

(18) 

При больших М сумма в (18) может быть приближенно за::-.1енена ин­
тегралом. Получим 

л л 

S S 
(cosnx-cosmx) (cosny-cosmy) dxdy. 

2 - cos х - cos у 
-л -л 
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Представляя 
00 

------- = .r e-z(2-cosx-cosy) dz 
2 - cos х - cos у ) 

о 

и изм,еняя порядок ин11еrрирований, найдем ( [8], стр. 201): 
00 

((rn ' т )2 '> N .r (/п 'z) - lт (z)) 2 e-2Zdz. 
-rn - -rm = 2a.w2A2 ) \ 

о 

(19) 

Результат (19) можно также получить, рассыатривая систему 
большого числа г.ен·ераторов, соединенных в цепочку. При этом прихо­
дится вместо дискретного преобразования Фурье пользоваться дискрет­
ным преобразован,ием Лапласа. При .большом числе ав11О1rене1р,атО1ров 
закономерности распространения влияния шума отдельного генератора 

получаются одинаковыми как для кольца, так и дл я цепочки генера­

торов. 

Интеграл в (19) допускает дальн·ейшее упрощение. Для этоrо 
воспользуемся формулами из [8], стр. 484 и [9]: 

n/2 

lk (z) 11 (z) = ~ 5 lk+L (2z cos 'l't) cos (k-l) 1t d'l't, 
о 

00 

5 lv (dt) e-Pt dt = ( а. )v 
у р2 - а.2 р + у р2 - а.2 • 

о 

Изменяя порядок интегрирований, получим после вычисления внутрен­
него интеграла 

n/2 

- _N__ :rt2 s ---- Х ((<rп - <rm)2
) = 

2аw2Л2 2sin f} 
о 

Х [ ( 1 ~ss~ f} уп - 2cos (п - т) 1} ( 1 ~ss7n {} )п+ т + с cos ~ ) 2m ] d'l't. 
1 + SIП f} е 

Положим п = т + 1, тогда 

n/2 
-~ _ (' ( --c_os_ft __ )2m. Х 
" J 1 + sin {} 

о 

1 
Х __ s_in_ft __ d'l't = __ N __ 

1 + sin tJ- 2аw2Л2 
2 r 1 -х2 

- х2т ---dx. 
п , 1 + х2 

(20) 
о 

График з·ависимости ,и.нтеnрала (20) от ч.исл а т 1изоб,ражен ,на 
р ису~нке. Эта за,висимость определяет за.1юн ,убывания фл•укт~уаций р•аз­
ностей фаз 1оооедних ген,ераторов rю .мере у1даления ·от шумяще,го гене­
ратора. Из графика видно, что шум отдельного генератора может влиять 
на синхронизацию не более 3-4 соседних генераторов. 

Мы предполага,ем, что шумы, во~никающие в отдельных генерато­
рах, статистич·ески независимы друг от друга. Поэтому в рассматрива,е­
мом нами линейном приближении средний квадрат флуктуаций р аз-
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н,остей фаз любых двух 1ге1не1рат0~ро1в .складыва,е11оя из средних ·квад1ра1ов 
флуктуаций, вызванных шумами в отдельных генераторах. Поскольку 
флуктуации, вызванные шумами одинаковой интенсивности, рассчитаны 
нами в § 2, ясно, что результаты (19) и (20) дают поправки к средним 
квадратам ф.чуктуаций, вычисл€нным в § 2, если в качестве N брать 
Nk_-N0 , т. е. отклонение мощности шума k-го генератора от общего 
д.1 я всех rен,е,раторов у1ровня N0 . 
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