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ФУНКЦИИ ГРИНА И ФУНl(ЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
В СТАТИСТИЧЕСl(ОИ МЕХАНИКЕ КВАНТОВЫХ СИСТЕМ 

Получен а цепочка «зацепляющи;~сся» у.рав.неIГий для функций Г~рина в задач а х 
квантовой ст атистшш методом ва1рьи1р0~ва111:ия системы урав.нений для фу.н кций р ас­
пределения с применением теоремы о Фв.а~рпации среднего значения дин а~шческой 
величиi!!Ы» . 

Целью настоящей работы является установление связи между 
уравнениями для обычных «одновременных функций распределения» 
и уравнениями для двухвременных функций Грина. 

Мы распространим здесь на квантовый случай методику, разра- , 
ботанную нами [1] для статистической механики классических систем. 

Также как и в классическом случае, мы покажем, что уравнения 
для двухвременных функций Грина могут быть получены варьировани­
ем уравнений для функций распределения по бесконечно малому внеш­
нему полю. 

Рассмотрим динамическую систему из N одинаковых Ферми час­
тиц со спином о, находящихся в объеме V, с бинарным взаимодейст­
вием, для которой полный гамильтониан в представлении вторичного 
квантования будет иметь обычную форму: 

Н = - :~ ~ S t (-;,о) ЛW (;,о) d-; + 
(а) (V) 

1 s -+ -+ + + -+ -+ -+ .... .... + 2 ~ Ф (r1 -r2) W(r1 , о1) W (r2, о2) '1' (r2 , 0 2) W (r1 , о1) dr1 dr2• 

(1) 

(а 1 а2 ) (V) 

-+ + .... 
Здесь о - спиновой индекс, полевые Ферми-операторы W (r, о), W (r, о) вы-
ражаются известными «квазидискретными суммами» 

-+ 1 ~ -+-+ + -+ ' 1 ~ -+-+ W (r о) = ---= ak oi(k r) W (r о) = -- а+ e--i(k r) ' y V ·""' ' ' уУ k,a ' 
(k) (k) 

в которых 
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пх, пи• п2 - положительные и отрицательные целые числа, 

at,
0

; ak,o - квантовые амплитуды рождения и уничтожения частиц с им­
~ 

пульсом hk и спином о, обладающие обычными перестановоч-
ными соотношениями. 

Условимся обозначать через < Щ > среднее значение некоторого 
динамического оператора по большому Гиббсовскому ансамблю. 

H-'J..N H-'J..N 
(Щ ) =Q-1SрЩе--в-; Q=Spe--в-

где Л- химический потенциал. 
Ин_огда будет удобно для сокращения записи обозначать совокуп-

ность (r, u) одной буквой х или у и положить 

S { .. . }dx = ~ S {. "}d-;. 
(О) (V) 

Введем двухвременные функции Грина 

определив их с помощью формул 

Qret(t-'t) = « A(t), B('t)))r = 8(t-'t) ( [A(t); B('t)] ) ' 

Qadv (t - 't) = «А (t), В ('t)))ado = - е ('t - t) ( [А (t); В ('t)] ) , 

[А- В]= АВ-ВА 
' ill ' 

Qc(t-'t) = « A(t), B('t)))c = i~ (T(A(t)B('t)) ) = 

= i~ {8(t-'t) ( A(t)B('t) ) + 8('t-t) ( B('t)A(t) ) }, 

в которых положено 

+ 
в ('t) = Ч! ('t, у) qr ('t, у'), 

+ + 
А (t) = 1IГ (t, х;) ..• Ч! (t, х;) Ч! (t, Xs) ••• Ч! (t, х1). 

+ 

(2) 

(3) 

Здесь Ч'(t,х), Ч'(t,х) определяются уравнениями движения с га-
мильтонианом «большого ансамбля» (Н - ЛN) и начальными уело-
виями 

Ч! (О, х) = Ч! (х). 

Ч'(х) - соответствующий оператор в представлении Шредингера . По­
скольку операторы А (t) и В (т) коммутируют с оператором числ а час-
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;-
тиц N, то Ч'(t,х) и Ч'(t,х) можно определить уравнениями движения с· 
гамильтонианом Н 

ih dW(t , х) = 'l' (t, х) H-H'l' (t, х) = -~л~чr (t, х) + 
dt 2т r 

~ % + j' Ф (; -7') \f; (t, х') 'l' (t, х') dx' 'l' (t, х). 
Дело в том, что Ч' (t,x) для (Н - ЛN) и Ч'(t,х) для Н отличается 

лишь фазовым множителем e- i'J..t, который в выражениях (3) компен­
сируется (так как в А и В содержится одинаковое число операторов 
рождения и уничтожения). 

Обозначим через @3 s ( Е, х1 ••• Х5 ; х; ... х:; у, у' ) функцию комплексного 

переменного Е, определенную по формуле 

wll 
+оо 

1 s е 8 
1 @! (Е) =«А, В»в = - / (ro) -

2it h 
-оо 

doo 

Е-оо 

через которую выражаются фурье - образы в «В-представлению> вве­
денных функций Грина (2). 

Свяжем теперь · эти функции с обычными одновременными функ­
циями распределения или, лучше сказать, с матричными элементами 

статистических операторов комплексов S-частиц: 

+ + 
<'l'(t, х;) ... Ч'(t, x~)'l'((t,xs) . .. 'l'(t,x1) ) . 

Рассмотрим для этого вспомогательную задачу о системе, гам иль­
тониан которой явно зависит от времени: 

Н' = ~ Гi(t) + 
l ..:. J<N 

или, в представлении вторичного квантования 

Н' = S \f; (х) Г (t, х, ~') 'l' (х') dx dx' + 

Возьмем «функции распределения» 

+ 
D1 (t; х1 , х;) = <'l' (t, х;) 'l' (t, х1) ) , 

+ + 
D2 (t, х1 , Х2 , х;, х;) = < W (t, х;) Ч' (t, х;) 'l' (t, х2) W (t, Х1) ) , 

(4) 

В отличие от предыдущего средняя здесь < !Ц) может браться сейчас по 
произвольному статистическому оператору р (х1 ••• XN; х; ... x.:V) 

<!Ц) =Sр!Цр. 
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+ 
.далее Ч' (t,x), Ч' (t,x) - Гейзенберговские представления операторных 
полевых функций, определяемые уравнениями движения с гамильтониа­

ном Н'. 
Заметим, что введенные функции Ds отличаются от функций Fs, 

рассматривающихся в монографи_и (2}
1 
лишь нормировкой: а именно с 

точностью до членов порядка малостиN , имеем: 

. Ds = nsFS; s = 1, 2, ... 
N 

где п =-. Подчеркнем, что цепочка уравнений для корреляционных v 
функций распределения была выведена в упомянутой монографии в слу­
чае, когда индивидуальный гамильтон1:1ан Г не зависит явно от времени. 
Это ограничение, однако, оказывается совершенно несушественным и те 
же самые уравнения получаются и в случае, когда Г=Г(t). 

Учитывая принятую нормиров1{у для Ds, имеем: 

ih дDi = Г1 (t) D~ - D1Г (t) + Sp [Ф1,2D2 -D2Ф1.2 ], 
дt (2) 

ih д~2 = {Г 1 (t)+Г2 (t) + Ф1.2}D2 -D2 {Г 1 (t) + Г2 (t) + Ф1,2} + 

+ Sp {(Ф1,з+ Ф2.з) D3 -D3 (Ф1.з + Ф2.з}}, 
(3) 

или в более развернутой форме: 

ih дDi (t~xi. х;) = S·{Г (t, x1x"}D1 (t; х", ~~) - D1 (t, х1 , х") Г (t, х", х;)} dx" + 

+ 5 { Ф (Г: -;:) - Ф (~ -;:)} D2 (t; Х1 , Х2 , х;, Х2) dx2 , 

·1. дD, (t, х1 , х2 , х;, х;~ = s {Г (t '() D (t 11 • ') _ 
lu дt , Х1, Х 2 , Х, Х.1' XI' Х2 (5) 

-D2 (t, Х1, Xz, х", х;> г (t, х", х;> + r (t, Х2, х") D2 (t, Х1, х'', х;. х')+ 

-+ -+ -+ -+ + Ф (г; - r3) -Ф (г;- r3)}D3 (t, х1 , х2 , Х3 , х;, х;, х3) dx8• 

Воспользуемся сейчас теоремой о вариации средних значений. 
Рассмотрим систему с гамильтонианом Н', явно зависящим от времени, 
который отличается от Н гамильтониана, · не зависящего явно от вре­
мени, на бесконечно малый оператор: 

Н' = Н + oH(t), 

он (t} = e-1Et в о~ + eiEt В*о~*. 

3.ziecь Е - произвольное фиксированное комплексное число 1 тЕ +о, 
б6 - бесконечно малое с - число, В - оператор, явно от времени не за-
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висящий. Будем считать, что в случае ImE>O система находится в ста­
тистическом равновесии при t =-со (в«:>змущение бН ~ О при t -+ -оо). 
а в случае ImE<O система находится в состоянии статистического равн'О­
весия при t= + со (здесь бН ~о при t-+ + оо ). 

Пусть А будет некоторой динамической величиной, которая в пред­
ставлении Шредингера не зависит явно от времени . Обозначим через 
А (t) ее представление Гейзенберга {А (О) =А} . Тогда в обоих упоми­
навшихся случаях 

о < А (t)) = <А (t) ) нл+ш- (А (t) ) нл = 2" {eiEt «А. В»Ео~ + 
(6) 

Входящая в это выражение функция Грина в Е - представлении 
< < А,В > > Е относится, разумеется, к системе с гамильтонианом Нл. 

Чтобы применить эту теорему к нашей задаче, фиксируем произ­
вольное комплексное число Е, !тЕ =1= О, и рассмотрим ситуацию, когда, 

~ 

р2 

Г=- +аг. " .. 
2m 

оГ (t, х, х') = e-iEt Q (х, х') о~ + eiEt Q* (х, х') о~*, 

где Q (х, х') - произвольная с - функци$r, о~ - бесконечно малое с - число. 
тогда , . 

+ . . 
оН = Н' - н = e-iEf 5 'l' (у) 'l' (у') Q (у, у') dy dy'o~ +с. с. 

Определим D5 (t, х1 ••• х5 ; х; .. . х:;) следующими граничньщи условиями: 
1. Если ImE> О, то при t = - оо 

Ds(t, х" .. xs; х; .. . х:) =D;(x1 ••• xs; х; .•. х~), 

где п: - значение D s• соответствующее статистическому равновесию сис­
темы с гамильтонианом Н. 

2. Если lmE <О, то при t = + оо 
Ds(t, x1 ••• xs; х; ... х~) =D:(x1 ."xs; х; .. :х~). 

Тогда воспользовавшись теоремой о вариации (6), напишем 

Ds(t1 , x1 ••• xs; х; ... х~) =D;+oDs, 

oDS = 21te-iEt S@s (Е, Х1 ... xs; х; ... х~; у, у') о (у, у') dydy'o~.+ с.с. 

Варьируя рассматриваемые уравнения (5) и подставляя в них выраже­
ния для oDs, найдем окончательно 

nE~1 (Е, Х1, х;; у, у') = - _!:._ (Л~ - Л~) ~1 (Е, Х1, х;; у, у')+ 
2m r, '1 

+ {Ф (r1 -r2) - ф (r; - Г2)} ~2 (Е, Х1, Х2, х;, Х2; у, у') dx2 + S 
~ ~ ~ ~ 

1 /~ 
+-[о (х1 -у) D1 (у'1х;) - о (х; - у') D0,(x1, у)]; 

27t 

liE~2 (Е, Х1, Х2, х;, х;; у, у') = {- _!:._ (Л~ + л~ - Л-+, - Л-+,) + 
2m r, r, '1 '2 
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-+ -+ 
- Ф (r;-r3)}@J3 (Е, х1 , х2, х3 , х;, х;, х3 ; у, у') dx3 + 

+[о (х1 - у) Dg (у', х2 , х;, х;) - о (х; - у') пg (х1 , х2, у, х;) + 
(7) 

+о (х2- у) D~ (х1 , у, х;, х;)- о (х; - у') Dg (х1 , х2 , х;, у)]-1- ; 
2it 

Эти же уравнения (7) можно было бы получить непосредственно, без 
применения теоремы о вариации средних значений, например, взяв 
выражения Gret и продифференцировав их по t; появившиеся произ-

+ 
водные д\J! (t, х) · д\J! (t, х) полевых функций можно выразить через сами 

дt ' дt 
полевые функции с помощью уравнений движения и в полученной таким 
образом цепочке у.равнений для агеt перейти к Е-представлению . . 

Уравнения (7) имеют «зацепляющуюся» структуру - в уравнения 
для @s входит также @s+i· 

Чтобы получить из (7) замкнутую приближенную систему уравне­
ний для определения функций Грина, нужно произвести в них «рас­
цепление» - приближенно выразить высшую@J через низшие , например, 
с помощью асимптотических разложений по степеням малого парамет­
ра . Заметим, что расцепление можно проводить как в цепочке урав­
нений для двухвременных функций Грина (7), так и в уравнениях для 
одновременных фукций распределения (5). 

Следует подчеркнуть, что в каждом конкретном случае выбор рас­
цепления особенно для получения высоких приближений представляет 
весьма сложную задачу. С другой стороны, при работе с Т-произведе­
ниями в случае температуры 0 = О мы можем воспользоваться диа­
граммной техникой. Однако при таком подходе возникает вопрос, какие 
именно диаграммы необходимо просуммировать для получения нуж­
ного приближения . Можно, как и в нашей работе [1], провести расцеп­
ление непосредственно в уравнениях (5) для одновременных функций 
распределения, например так, как это делается при выводе кинетиче­

ских уравнений, а затем применить теорему о вариации средних зна­
чений и получить уже замкнутую систему приближенных уравнений 
для определения рассматриваемых функций Грина. В качестве гранич ­
ных услuвий возьмем спектральные представления, которые запишем 

в виде 

+оо 

@ret (Е) =«А, B» r;t = -1- s / (оо) 
. 2it 

-оо 

+ оо 

@adv (Е} == «А, B))'fv = _ l_ S / (оо} 
2it -оо 

wh 

е 6 -1 

li 

wh 

е 6 -1 

li 

+оо wli 

dш 

Е + iE - w 

dw 
F-iE·-w 

@с (Е} =«А, В))~ =-1- S 1 (оо) { e-_
6
- - doo. 1 } 

2it -~ Е + JE - w E-iE- W 

(8) 
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От:куда, например, следует, что 

@jad11 (Е) _ @jret (Е) = iJ (Е) 

Eh 

Efi 

е-6 --1 · 

h 

@!с (Е) = e-6-Q;ret (Е) _ Q;adv (Е) 
Eh 

е 8 -1 

. Подчеркнем, что во всех вьrшенаписанных . формулах величина 
Е - вещественна. 

В следующей нашей работе мы проанализируем расЦепление, со­
·ответствующее первому приближению, и получим уравнения Хартри и 
Фока в методе функций Грина. 
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