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ЧАСТОТЫ 

Показано, что при умножении частоты в k раз естественная ширина спектраль­
ной линии увеличивается в k2 раз, а техническая ширина --в k раз за счет нелиней­
ного преобразования спектра. Вычислены статистические характеристики фазы и спектр 
выходного сигнала шумящего умножителя. 

Умножители частоты находят широкое применение в разл~чных 
·Схемах получения стабильных частот. В связи с этим большой интерес 
представляет вопрос о том, каким образом искажается спектральная 
линия .сигнала, прошедшего через умножитель частоты. Расширение 
спектральной линии при умножении происходит в основном по двум 
причинам. Во-первых, из-за нелинейного преобразования меняется рас­
стояние между спектральными компонентами входного сигнала. В свя­
зи с этим даже идеальный (нешумящий) умножитель дает определен­
ное расширение спектральной линии. Во-вторых, причиной изменения 
выходного спектра могут быть собственные шумы умножителя. 

Ра.ссмотрим действие этих двух причин раздельно. 

§ 1. Расширение спектральной линии нешумящим умножителем 

Пусть на вход идеального умножителя частоты поступает сигнал 
.от реального генератора 

х = х0 [ 1 + т (t)] cos [ro0t + <р (t)], (1) 

где т (t) - мгновенная глубина хаотической модуляции амплитуды, 
t 

<p(t) - мгновенное значение фазы, равное <p(t) = S v(x)dx, 
-оо 

v (t) - мгновенная девиация частоты. 
Известно, что амплитудные флуктуации сигнала практически не 

-влияют на ширину его спектральной линии (1, 2, З]. Поэтому в (1) мож­
но пренебречь т ( t). 

Как показано в работах [4, 5], ширина и форма спектральной ли­
нии сигнала в ( 1) определяется спектром флуктуаций его частоты. 
Пусть w(ro) - спектральная плотность среднего квадрата девиации 
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-частоты, а 'to - время корреляции частотных флуктуаций. Это означа-
1 

· ет, что ширина спектра w((J)) равна-. 
't'o 

Ширина и форма спектральной линии сигнала существенно зави­
• СJ:!:Т от величины безразмерного параметра µ = w (О) 'to. 

Если этот параметр много меньше единицы (т. е. происходят бы-
1стрые, но .слабые изменения частоты), то ширина спектральной линии 
равна 

Лrол = w (О) • 
2 

·в · другом предельном случае, когда w (О) 't0 » 1, 

л -У nw(O) (j)л -
2't'o 

(2) 

(3) 

При промежуточных значениях µ , Л(J) 11 является чем-то средним 
между (2) и (3). Обычно малые, но быстрые изменения частоты гене­
ратора бывают связаны с дробовыми и тепловыми шумами, поэтому 
уравнение (2) определяет естественную ширину линии. 

Сильные, но медленные уходы частоты обычно определяются тех­
ническими уходами напряжений питания и температурой, поэтому (3) 
дает техническую ширину линии сигнала ( 1). 

Идеальный умножитель частоты в k раз , на вход котороr-о подан 
сигнал (1), дает на выходе 

у= у0 cos (kro0t + k<p (t) + '1\'0), (4) 

где '\Jo - постоянная величина. (Амплитудными флуктуациями выход­
ного сигнала можно пренебречь.) Очевидно, что статистические харак­
-теристики выходного сигнала в ( 4) связаны с соответствующими ха­
рактеристиками в ( 1) таким образом, что 

Wвых ( ffi) = k2Wвx ( ffi); 't'овых = 't'овх • 

Таким образом, спектральная линия ширины (2) при умножении 
·в k раз ра·сширяет.ся в k2 раз, а ·спектральная линия ширины (3) рас-
ширяется в k раз. 

В общем случае умножения частоты в k раз с помощью идеально­
го умножителя абсолютная величина ширины спектральной линии 
увеличивается более чем в k раз, т. е. происходит увеличение отно­
сительной ширины линии. При этом «естественная» относительная ши­
рина линии увеличивается в k раз, относительная величина медленных 

·технических уходов .сохраняет·ся. 

§ 2. Роль собственных шумов умножителя 

Для того чтобы оценить роль .собственных шумов умножителя ча­
·стоты, рассмотрим конкретную схему умножителя на нелинейной ем­
кости, изображенную на рисунке. 

Во входном контуре умножителя, настроенном на частоту (J)o 1, 

.действует внешняя э.д. с. частоты р, близкой к ro01 • Выходной контур 
.настроен на ча.стоту (J)o2, близкую к kp, где k - коэффициент умноже­
.ния. 

Нелинейная емкость С ·следующим образом зависит от напряжения: 

(5) 
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Поскольку нас интересует роль собственных шумов умножителя, будеrvи 
считать входной сигнал идеальным (нефлуктуирующим): 

в= в0 sinpt. 

Будем считать, что основным источником шумов умножителя яв­
ляется р - п переход полупроводникового диода. (На схеме э.д"с . шу­
мов Е.) Учет шумов контуров не дает ничего принципиально нового. 

Е с 

с, с, 

Будем решать задачу методом, изложен­
ным в работе [7]. В спектре с.11учайной­
функции Е (t) существенны лишь бли­
жайшие окрестности частот р и kp. По-, 
этому Е (t) можно считать равным 

Е (t) = Е1 siп (pt + <р) +Е2 cos (pt + <р) + 
+ Е3 siп (kpt + 'Ф) + Е4 cos (kpt + 'ljJ), 

где Е1 , Е2 , Е3 и Е4 - медленно меняющи­
еся функции времени. 

Считая шумы б коррелированными, получим 

Ei (-r) Ei (,;1) = {р шб ('t'-'t'1) при ~ = j, 
О при i =1= /. 

Укороченные уравнения для схемы (см. рис. 1) имеют вид: 

А = _!_ {- ____!_ + в0 siп <р + Со Е2} , 
2 Q1 С1 

• 1 { 2Л1 А 1 А Со АЗ+ Со Е } <р = - - - -BoCOS<p- -t'- - 1 , 
2А р 4 С1 С1 

в= -1
-{- k

2

B + ~ _fo_ akAk sin ('Ф -kcp) + __fo__ k2E4} , 
2k Q2 С2 С2 

(6)· 

;р = - _1 _{ 2Л2kВ - ~ _Е_о__ akAk cos ('ljJ-k<p) + _fo_k2Fз}' 
2kB р С2 С2 

где А и В - амплитуды напряжений в контурах; <р и 'Ф - фазы; Q1 :1" 
Q2 - добротности контуров; ak - числовой множитель; производные · 
взяты по безразмерному времени 't' = pt. 

При выводе этих уравнений считалось, что переменная часть емко­
сти .связи в (5) много меньше постоянной. В этом же приближении с 
помощью метода, разработанного Р. В. Хохловым [6], из уравнений (6)1 
можно найти стационарные амплитуды и фазы в обоих контурах: 

А Q . В akQ2 А Со Ak · ( k ) о = Во 1 SIП <ро' о = -- t' - о SIП 'Фо - <ро ' 
ks С2 

Л _ РВо cos <ро Л akp А Со А~ ( k ) 
1- 2Ао ' 2 = --t'-- cos 'Фо- <ро. 

2k С2 8 0 

Далее могут быть написаны уравнения для амплитудных и фазовых 
флуктуаций обоих контуров. Если оба контура настроены в резонанс 
Л 1 = Л2 = О, то амплитудные и фазовые флуктуации не зависят друг 
от друга. Для интересующих нас малых фазовых флуктуаций в этом 
случае имеем 
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'Р = ~ <р - _k_"' - ~ __fo__ ___§_ . 
2Q2 2Q2 2 С2 В0 

Решение этой системы уравнений имеет вид 

1 с s't' - 't-8 
m = ----0 Е (8) е 2Qi d8 
т 2Ао С1 I ' 

-оо 

't 't-8 

'\' = - _k _ __fo___ S Е3 (8) e-k 2Q, d8 + 
2В0 С2 

-00 

't 't-8 't-8 
k2 1 с j -- -k -+ -- --0 Е1 (8) [е 2Q1 - е 2Q• ] d~. 

k-~ 2А0 С1 
Q1 -оо 

·Отсюда может быть найдена функция корреляции фазовых флуктуаций 
в выходном контуре 

k . ( с 2 k/'t-'t,/ 
'\' ('t) '\' (t1) = - - 0 

) Q2 р~ е - 2q;- + 
4 С2 В0 

з /'t-'t,/ /'t-'t1/ + _k_ Qi ( ~)2 Рш [ke -~ - _!Ъ_ е -k -----Щ.-] 
4 ( Qi ) 2 С1 А~ Qi k2- -

Q2 

:и средний квадрат фазовых флуктуаций 

'\J2 = _.!!:__ (S...)2 
Q2 р~ + _!!_ Ql (S...) р~ . (7) 

4 С2 В0 4 Qi С1 А0 k+-
Qa 

Первый член в правой части этого выражения связан с шумами 
·выходного контура, а второй - с пересчитанными в выходной контур 
шумами входного контура. При пересчете в выходной контур флуктуа­

kЗ 
ции фазы входного контура увеличиваются в раз. 

k+ ~ 
Q2 

Однако из-за обычной в умножителях малости выходного сигнала 
по сравнению с входным в (7) нередко l\!ОЖНО пренебречь флуктуациями, 
связанными с входным контуром. 

В этом последнем случае легко получить спектральную плотность 
·выходного сигнала: 

в2 в2 оо 
.g(ro) = - 0 e-'f1 б(ro-kp) + - 0 e-1\J• S [el\J('t)l\J('t+ 9>-1Jcosk8cos~ 8d0. (8) 

~ n Р 
о 

Выражение (8) показывает, что сигнал в выходном контуре представ­
ляет собой б-функцию на частоте со = kp и шум. Отношение мощности 
шума к мощности сигнала равно 1 - e-1\J•. Если эта величина много 
меньше единицы, то из (8) может быть найдена спектральная плот­
Jюсть шума: 
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Полученный результат (независимость ширины спектральной линии от· 
собственных шумов умножителя) связан с предположением о малости 
шумов. Ситуация здесь вполне аналогична той, которая имеет место 
при захватывании генератора внешней силой (7, 8). Малые собственные 
шумы приводят лишь к дрожанию фазы вблизи стационарного значе­
ния. Отсутствие диффузии фазы означает и отсутствие расширения 
спектральной линии. При достаточно большом уровне шумов стано­
вя1ся возможными перескоки фазы на целое число периодов. Это 
приводит к появлению диффузии фазы и расширению спектральной ли­
нии за счет собственных шумов умножителя. Такой процесс можно ис­
следовать, отказавшись от линеаризации уравнений для фазовых 
флуктуаций. Однако даже без исследования ясно, что спектральная 
линия шумящего умножителя при достаточно стабильном входном сиг­
нале много уже, че:\1 у автономного генератора с тем же отношением 
сигнала к шуму. 

Выводы 

При умножении частоты происходит расширение спектральной ли­
нии сигнала за счет его нелинейного преобразования. 

Естественная ширина спектральной линии увеличивается при ум­
ножении в k2 раз, а техническая в k раз, где k - кратность умножения 
частоты. 

Малые собственные шумы умножителя частоты не приводят к рас­
ширению спектральной линии, а лишь ухудшают отношение сигнала 
к шуму на выходе умножителя. 

В фазовых флук1уациях выходного -сигнала умножи1еля обычно 
основную роль играют шумы на частоте kp, а не шумы входного кон­
тура. 
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