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КУЛОНОВСКОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ НЕАКСИАЛЬНОГО РОТАТОРА 

Методом, развитым Альдером и Уинтером, рас·смотрено кулоновское возбуждение 
четно-четных ядер, для описания которых используется модель жесткого неаксиаль­

ного ротатора .А . С . Давыдова - Г. Ф . Филиппова ... Приведены результаты численных 
расчетов · вероятности возбуждения уровней спина 2, 2', 4, 4' и 6. 

Введение 

Ку.тюновское возбуждение атомных ядер является важным источ­
ником: наших сведений о низко.1ежащих энергетических уровнях ядер 

и абсолютных вероятностях переходов между ними. При энергии на­
J1етающих частиц, недостаточной дJiя проникновёния через потенциаль­
ный барьер, между сталкивающимися ядрами действуют только элект­
ромагнитные силы. Если предполагать известными приведенные веро­
ятности электромагнитных переходов в ядре1 то можно дать точное 

теоретическое описание столкновения. До тех пор, пока VPJ
1
J
1 
« 1 (PJ

1
J1 -

вероятность перехода между ур.овнями ядра спина J 1 и J 1 ), проведение 

расчетов по теории возмущения является оправданным [lJ. . 
Для изучения новь1х уровней в ядр~ обычно используют в каче­

стве бомбардирующих частиц тяжелые ионы [5- 9]. С ростом электри­
ческого поля, воздействующего на ядро, увеличивается вероятность воз­
буждения и возрастает роль процессов высшего Порядка. 

Альдером и Уинтером предложен метод расчета сечений куJiонов­
ского возбуждения ядер, не предполагающий справедливости разложе­
ния в ряд теории возмущения [2]. При этом предполагается Ма,1Jость 
~1.2 = [Z1Z2e2 (Е2-Е1) ]/ ( nv2E), где Z 1e и Z2e - заряды сталкивающих­
ся ча1стиц, v - оrгносительна1я ~скорость, Е = 1/ 2m0v2, то - прю3ед·енная 
масса, Е 1 и Е2 - энергии стационарных состояний, между которыми 
происходит переход. 1; мало, если мало отношение характерного време­
ни столкновения к Т =li/(E2-E1). Если приведенные вероятf!остИ апон­
танных электромагнитных переходов между N-уровн~ми с'!цтать . за­
данными, то оказывается возможным рассчитать сечения кулонрвского 

возбуждения этих уровней . Тем самым устанавЛивае~ся · связь 'межДу 
сечениями и приведенными вероятностями переходов без какИх 'бьi то 
ни было предположений о модели я·дра. Однако большое количество 
вводимых параметр'ов и необходимость диаrонализа'ции матрицы 
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N-ного порядка затрудняег получение результатов в форме, удобной 
для непосредственного сравнения с экспериментом. 

Предположения о природе возбуждаемых уровней позволяют упро­
стить проблему. В работе [2] исследовано кулоновское возбуждение как 
вращательного спектра аксиально-симметричного ядра, так и колеба­
ний поверхности сферического ядра. 

В ряде работ А. С. Давыдова с сотрудниками предложена модель 
неаксиального ядра [3]. С помощью этой модели свойства ядер в ши­
рокой области получают xopol.i.lee количественное описание. Даже если 
равновесное значение параметра v, описывающего неаксиальность фор­
мы ядерной поверхности, равно нулю, связь нулевых колебаний с вра­
щением приводит к отличному от нуля эффективному значению у. 
Оно и принимается в качестве параметра 'i! модели неаксиального ро­

татора [4]. 
В настоящей работе методом, развитым в [2], рассчитаны вероят­

-ности кулоновского возбуждения ·Вращательных сЬстояний неаксиаль­
ных ядер. В первом параграфе найдено сечение возбуждения ядра. 
Свойства симметрии и метод вычислен14я интеграла, определяющего 

сечение, обсуждается во втором параграфе. В последнем параграфе 
приведены результаты численных расчетов. 

§ 1. Сечение возбуждения JJращательных состояний 
неаксиального ядра 

Будем описывать возбужденное состояние ядра 
'У, удовJ1етворяющей уравнению ШQ_едингера 

волновой функцией 

in 'д'I' = Н Ч' + Н' (t) Ч' 
дt о ' (1) 

где Н0 - гамильтониан свободного вращения неаксиа.1ьного ядра. Соб­
ственные функции (2) · этого оператора описывают стационарные со­
стояния ядра до и после- столкновения 

• нrJ't 
тм = ~ ак (Ji:) Ф~к-

к~о 
К чётно 

(2) 

Величины ак (Ji: ) протабулированы в [3]; J, М и К - полный момент 
ядра, его проекция на выдооенную ось в пространстве и его проекция 

на ось симметрии ядра соответственно; i: нумерует различные состоя­
ния ядра, принадлежащие одному и тому же значению J, 

Ф~к = N (JK) [D~к + (- l)J D~-к] , 

N (JK) = [(2J + l)/ l6:rt2 (1 + бк.о)]'l2 , 

D~к (010203) - обобщенная сферическая функция. 

(3) 

(4) 

Движение тяжелой бомбардирующей частицы с хорошей точностью 
можно описать квазиклассически. Гиперболическая траектория rp(t), 
1З-p(t), cpp(t) задается .в системе координат, выбранной, как и в [2], 
так, что ось симметрии· орбиты направлена вдоль оси z. Тогда гамиль­
тониан квадрупольного взаимодействия ядра с налетающей частицей 
имеет вид 

Н' (t) = [ ( 4:rtZ1e)/5] ~ У 2µ ('IЗ-РсрР) r;3ЭЛ* ( 2Е, µ). (5) 
. µ 
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Квадрупольный момент неаксиального ядра дается выражением 

(6) 

Решение уравнения ( 1) в приближении удара (т. е. 1; =О), со­
гласно [2], имеет вид 

Ч' = ехр {- i /h S Н' (t) dt} чr~;i, 
-оо 

J~ . . 
где Ч' л}. i - начальное состояние ядра. Амплитуда вероятности перехода 

' в конечное состояние определяется с помощьIQ W следующим образом: 

00 

а11"t 1м1 = (чr~?· exp{-i/h S H'(t)dt}чr~;i). (7) 
-оо 

Скалярное произведение берется в пространстве эйлеровых углов 
010203, определяющих ориентацию главных осей ядра 

2:n: :n: 2:n: 

(Ф, Ч') --= J d01 S d82 sin :е 2 J .d03Ф*Ч'. 
о о о . 

Вероятность перехода в конечное состояние и сечение возбуждения в,ь!­
ражаются обычным образом через а1 -т:1М1 и в обозначениях рабоч1 

f 
[1] (или же [2]) имеют вид 

где 

P1f1i = (2Ji + 1)-1 ~ / a1f"t!Mf 12, 
. M/Mj 

da = Р1 J. daR., 
f t 

,. 
.(8) 

(9) 

daR. - ди фференциальное сечение резерфордовского рассеяния. · 
Используя (2), (5), (6) и (7), преобразуем (8) к виду 

Р 111i = 8л2 
(2Ji + 1)-1 ~ (2j + 1) 1 ~ А~кв~ (fi) / 2 " 

jM К 

чf' 

(10) 

Здесь 

А~к = [(2J + 1) · 8л2]- '/, (Фitк, S), (П) 

S - ехр { - 2iqэФ [cos2 02 - 1/3 + Л sin2 02 cos 203 - v sin2 02 cos 201 -

- Лv ( cos 201 cos 203 ( 1 + cos2 02) + sin 201 sin 203 cos 02)]}, ( 12) 

qэФ=(qcosyJ20 (1J)/J20 (л), (13) 

q = (Z1e2Q0)/(4!iva2
) = (VnZ1e2~0)/(VS!iva2), (14) 

л = tg v1VЗ, о < л < 1
/ 3 , (15) 

'V = l22(1J)/J20(1J), О <.v <. 1/3. (16) 

Подробности преобразования обсуждаются в приложении А. Там 
же определены . · величины В~ (fi). J21l( 1}) - орбитальные интегралы, 
введенные и протабулированные в [2]. 
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§ 2. Свойства симметрии и метод вычисления интегралов А~к 

В приложении В выво:дится ряд свойств интегралов (D~к. S) . 
Рассмотрим следствия этих свойств . Во-первых, на основании (3), 
(2В) и (5В) сведем (11) к 

J v- J Амк = ( 2/8л2) (1 +<'>к . о)-'/, (Dмк. S). (17) 

Теперь ( 1 В) легко пр_иводит к 

А~м-к = Аkк, (18) 

так 1<ак на основании (5 В) при нечетных М и К Аkк =О. Кроме то­
го, (1 В) и (2В) дают, что А~к =О при нечетных J, если либо М=О, 
либо К =О. (6 В) имеет своим результатом соотношение 

(1 + <'>к.о)' f,А;{,к (Л, v) = ( 1 + бм,о) '!,Аfм (- v, - Л).: (19) 

Легко проследить, что при у =О Ai.rк (О, v) переходит в величину АJм ('l'Jo, q), 
определеtшую в (2] при изучении кулоновского возбуждения аксиального 
ядра (см. формулу (5.9)). 

А~к (О, v) = <'>к.оАJм ('l'Jo, q). (20) 

Перейдем к изучению основного частного случая-рассеяния назад. 
При t} = п выражение ( 12) существенно упрощается, так как 
v(л) =О. Это упрощенное выражение дает основу для приближенных 

оценок Аkк при рассеянии на любые углы, ибо оно составляет нуле­
вое приближение разложения Аkк по степеням v. Так как v< 1 /~ . это 
разложение быстро сходится, особенно при углах рассеяния, близ­
ких кл. 

При v =О Аkк = бм.оА6к и свойство (19) позволяет свести вычисление 
Аkк при 'l'J> = л к вычислению АJк· Действителыю, 

А~к (/..,О)= V2(1 + <'>к.o)- 'l•Ak.o (О, -Л)= V2(1 + <'>к.о)- 'f,АJК(qэФ·-Л). (21) 

Интегралы Аж (qэФ • v ('l't)) при {} = л протабулированы в [2] и [ 10]. Для 
рычисления Ащ (qэФ • v ({})) при любых значениях v ('l't) в [2] приведено 
разложение этих величин в ряд (см. формулу (5,31)). Однако эта форму­
ла неудобна тем, что в ней не используются уже протабулированные 
результаты. Следующее выражение связывает искомые величины с ранее 
протабу лированными: 

А5к (q; Л, О) = Vi ( 1. +<'>к.о)-'/, (- 4i/..q)Кl2 Х 
00 

Х ~ (- l)m ( 4Лq)2т (2т-1)!! (2m +К -1)!! Х 
~ (2т)! 
т ~ о 

' 2m 

X l: (-l)i [(2m)! / (j! (2m-j)!)J [j! (2j-l)! ! (2j+2K - 1)! ! / U+ К)!]112Х (22) 
j ~O 

где 
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О) 

<:D 

у• 

5 

10 

15 

20 

22,5 

25 
----- --

27,5 

30 

0,5 
1 

1,0 

8,35 (-2) 2,83 (-1) 

8,18(-2) 2, 76 (-1) 

7,97 (-2) 2,68 (- 1) 

7,84 (-2) 2,62 (-1) 

7,88 (-2) 2,62 (-1) 

8,04 (:--2) 2,66 (-!) 

8,28 (-2) 2, 72 (- 1) 

8,42 (-2) 2, 76 (--1) 

Вероятность возбуждения первого уровня спина 2. 

Соответствующее число следует умножить на 10 в степени, указанной в скобках 

q 

1 

1,Ь 

1 

2,0 
1 

2,5 
1 

3,0 
1 

3,5 
1 

4,77(-1) 5,54 (-1) 4,79(-1) 3,06 (- 1) 1,36(- 1) 

4,64 (-1) 5,38 (- 1) 4,62 (-1) 2,93 (- 1) 1,27 (- 1) 

4,48 (- 1) 5, 14 (-1) 4,37 (-1) 2,74(- 1) 1,15(- 1) 

4,33 (- 1) 4,88(-1) 4,06 (-1) 2,47 (-1) 9,85 (- 2) 

4,29 (-1) 4, 78 (- 1) 3,91 (- 1) 2,31 (- 1) 8,73(- 2) 

4,31 (- 0 4,n(-lL _3,77(- 1) 2, 15 (- 1) 7,35(-2) 

4,37 (-1) 4,73(-1) 3, 70 (- 1) 1,99 (- 1) 5,97 (-2) 
-

4,41 (-1) 4, 75 (-1) 3,67 (-1) 1,92 (- 1) 5,32 (-2) 
.. 

Таблица 1 

~ .о 

1 
4,5 

1 
5,0 

4,68 (-2) 5, 11 (- 2) 1,01 (-1) 

3,58 (-2) 2, 98 (- 2) 6,69 (- 2) 

2,46 (- 2) 9,09 (-3) 3,08 (-2) 

1,70(- 2) 5,351 (-4) 1,28 (-2) 

1,24 (-2) 1 ,81 (-3) 1,46 (-2) 

8, 22 (-:-3) 6,54_ (- 3) 2,24(-2) 

-
3,44 (-3) __ 1, 16 ~-2) 3,23(-2~ -

1,34 (-3) 1,41(-2) 3,69 (-2) 



-..J 
о 

у• 

5 

10 

15 

20 

22,5 

25 
- -

27,5 

30 

0,5 1,0 

6,42 (-4) 2,38 (- 3) 

2,39 (- 3) 8, 91 (- 3) 

4,62 (- 3) 1,76(-2) 

5,97 (- 3) 2,39(- 2) 

5,59 (-3) 2,39(- 2) 

4, 11 (-3) 2,03(- 2) 

1,88 (- 3) 1 ,43 (- 2) 

6,15(- 4) 1,07(- 2) 

Таблица 2 

Вероятность возбуждения второго уровня спина 2 

Соответствующее число умножить на 10 в степени, указанной в скобках 

q 

1,5 2,0 2,5 з.о 3,5 4,0 4,5 5,0 

4, 73 (- 3) 7, 18 (-3) 9,33 (-3) 1, 11 (--2) 1,27 (--2) 1,42(- 2) 1,58(-2) 1,74(- 2) 

1,79 (- 2) 2,74(- 2) 3,58 (- 2) 4,23 (- 2) 4,70(- 2) 5,08 (- 2) 5,42 (-2) 5,76(- 2) 

3,63 (-2) 5,68 (- 2) 7 ,50 (-2) 8,77(-2) 9,42 (- 2) 9,57 (-2) 9,48 (-2) 9,31 (- 2) 

5,27 (- 2) 8, 75 (- 2) 1,20 (- 1) 1,41 (- 1) 1,45 (- 1) 1,35 (- 1) 1, 18 (-1) 1,01 (- 1) 

5,65 (- 2) 9 ,94 (-2) 1,41 (- 1) 1,68 (- 1) 1,71(- 1) 1,52 (-1) 1,22 (-1) 9,27 (-2) 

5,50 (- 2) 1,06 (- 1) 1,59 (- 1) 1,93 (- 1) 1,95(- 1) 1,66 (- 1) 1,21 (- 1) 7,89(-2)_ 

4,91 (- 2) 1,08 (- 1) 1, 71 (- 1) 2,14 (- 1) 2, 15 (- 1) 1,77 (-1) 1, 18 (- 1) 6,48(- 2) 

4,53 (- 2) 1,06 (- 1) 1,75(- 1) 2,22 (- 1) 2,23 (- 1) 1,81 (- 1) 1, 17 (- 1) 5,85 (-2) 

. 



Таблица 3 

Вероятность возбуждения первого уровня спина 4 

Соответствующее число умножить на 10 в степени, указанной в скобках 

q 

уо 

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 

5 1,37 (-3) 1, 96 (- 2) 8,16(- 2) 1,94(- 1) 3,23 (-- 1) 4,09 (- 1) 4,03 (- 1) ' 3,06 (--1) 1,68(-1) 5,84 (-2) 

10 1,32 (- 3) 1, 90 (--2) 7 ,86 (- 2) 1,86 (- 1) 3,06 (-1) 3,83 (- 1) 3, 73 (- 1) 2, 79 (- 1) 1,49(-1) 4,71(- 2) 

15 1,28 (-3) 1,86 (-2) 7,62 (- 2) 1, 77 ( -1) 2,87 (-1) 3,50 (- 1) 3,30 (- 1) 2,37 (- 1) 1'20 (:--1) 3,31 (-2) 

20 1,26 (- 3) 1,87(- 2) 7,62 (-2) 1,74(-1) 2, 72(-1) 3,18(-1) 2,81 (- 1) 1,83 (-1) 7,92 (-2) 1,54(-2) 

22,5 1,23 (-3) 1,88 (-2) 7,61(- 2) 1'72 (-- 1) 2,65 (- 1) 3,02 (- 1) 2,60 (-1) 1,60(- 1) 6,03 (-2) 7,75(- 3) 

25 1,19(- 3) 1,87 (-2) 7,57(-2) 1, 70 (-1) 2,59 (- 1) 2,91 (- 1) 2,44 (-1) 1,44 (-1) 4,84 (- 2) 3,37 (-3) 
-

27,5 1,12(- 3) 1,84 (- 2) 7,50(- 2) 1,67(-1) 2,53 (- 1) 2,84 (- 1) 2,35 (-1) 1,35 (-1) 4,26 (-2) 1,82 (- 3) 

30 1,04 (-3) 1,83(- 2) 7,48 (- 2) 1,65 (-1) 2,51 (- 1) 2,81 (--1) 2,32 (- 1) 1,32 (-1) 4,11(-2) 1,85 (-3) 
- -

~ 



"Ч 
. t-.:) 

у• 

5 

10 

15 

20 

22,5 

25 

27,5 

30 
--

0,5 

1,55(-10) 

5,15(-5) 

5,04 (-5) 

3,28(-5) 

1,83 (-5) 

1,82 (-5) 

2,68 (-5) 

3,65 (-5) 

.. 

1 
1,0 

1 

2 ,27 (-9) 

7,70(-4) 

8,20 (-4) 

6,06 (-4) 

3,84(-4) 

3,47 (-4) 

4,19(-4) 

4,58(-4) 

Вероятность возбуждения второго уровня спина 4 

Соответствующее число умножить на 10 в степени, указанной в скобках 

q 

1,5 
1 

2,0 
1 

2,5 
1 

3,0 

1 

3,5 

9,87 (-9) 2,52(-8) 4,68 (-8) 6,99 (-8) 8,89 (-8) 

3,45 (-3) 9,14(- 3) 1, 77 (- 2) 2, 77 (- 2) 3 ,67 (- 2) 

4, 18(-3) 1,28 (-2) 2,86 (-2) 5,05 (--2) 7 ,33 (-2) 

3,91 (- 3) 1,45(- 2) 3,69 (- 2) 7,10(- 2) 1,08(- 1) 

3,29(-3) 1,42 (- 2) 3,92 (- 2) 7,88(- 2) 1,22 (- 1) 

3,33 (- 3) 1,50(- 2) 4,23(-2) 8,52 (-2) 1 !3_3 (::-1) 

3,88(- 3) 1, 73 (- 2) 4 ,82 (- 2) 9,56 (- 2) 1,47 (-1) 
- - - -

4,52(-3) 2,10(-2) 5,73(- 2) 1,13(-1) 1,72(-1) 

Таблица 4 

. 

1 
4,0 

1 
4,5 

1 
5,0 

1,01 (- 7) 1,08 (-7) 1,13(-7) 

4 ,26 (- 2) 4,49 (- 2) 4,47 (- 2) 

8, 95 (-2) 9,37 (-2) 8,58 (- 2) 

1,35(- 1) 1,38 (- 1) 1, 18(- 1) 

1,54 (- 1) 1,57 (-1) 1,31 (- 1) 

1_. 65 __ (-1~ 1,6~ (-1) 1,37 (- 1) -

1,81 (-1) 1,79(- 1) 1,42 (- 1) 
-· .. --

2,07 (-1) 1, 99 (-1) 1,49 (--1) 
--



-..J 
UJ 

v" 

5 

10 

15 

20 

22,5 

25 

27,5 

30 

0,5 

1,04 (-5) 

1,20 (-5) 

1,55 (-5) 

2,12(- 5) 

2,49(-5) 

2,95 (-5) 
.-1' 

3,53 (- 5) 

4,25 (- 5) 

Вероятность возбуждения первого уровня сnнна 6 

Соответствующее число следует умножить на 10 о степени, ука з анно!! u скобка х 

q ,, 

1.~ 1,5 2,0 
1 i 2,5 3,0 3,5 

5, 76 (-4) 5,62 (-3) 2,55 (- 2) 
' 

7,33 (- 2) 1,53(- 1) 2,48 (- 1) 
. 

. 5 ,65 (-4) 5,47 (-3) 2,46 (- 2) ' 2,29 (- 1) 6, 98 (-2) 1,44(- 1) 

5, 78 (-4) 5,52 (-3) 2,45 (- 2) 6,81 (-2) 1,36(- 1) 2,09 (- 1) 

5,92 (-4) 5,61 (-3) 2,47 (- 2) 6, 74 (- 2) 1,31(- 1) 1·,93 (- 1) 

5,88( - 4) 5,59 (- 3) 2,46 (- 2) 6,67(- 2) 1,28 (- 1) 1,85 (- 1) 

5,79(-4) 5,54 (- 3) 2.,45 (- 2) 6,63 (- 2) 1,26 (- 1} 1,82(- 1) 

5,67( - 4) 5,50 (- 3) 2,44 (- 2) 6,60 (- 2) 1,25 (- 1) 1,80 (- 1) 

5,47 (- 4) 5,44 (- 3) 2,49 (- 2) 6,59 (- 2) 1,25(-1) 1,80 (- 1) 

Таблица 5 

i! ,O 4,5 5,0 

3,23(- 1) 3,41 (- 1) . 2,86 (- 1) 

2,92'(-1) 3,01 (-1) 2 ,45 (-1) 

2,54 (- 1) 2,46 (- 1) 1,85 (-1) 

2,21 (-1) 1, 97 (- 1) 1,30 (--1) 

2,10(- 1) 1,82 (- 1) 1,14(- 1} 

2 ,04 (- 1) 1,74(- 1) 1,07(-1) 

2,00 (- 1) 1,69(- 1) 1,01 (- 1) 

1,99 (- 1} 1,67 (- 1) 9,91(- 2) 

: 



§ 3. Численные результаты 

В случае J1 = О вероятность возбуждения уровня спина J
1 

при 
рассеянии назад принимает вид 

(23) 

Результаты численных расчетов по формуле (23) приведены в табли­
цах 1-5. Там · PJ ,; представлены в зависимости от переменных q и )1. 

! ! 
На рисунке дана зависимость отно- р22 / р21 
шения Р22/Р21 от q при различ- ~----------,..-. 
ных у. При малых q это отноше­
ние переходит в отношение приве­

денных вероятностей перехода 
В (Е2; 22 ~ 0} /В (Е2, 21 ~О), как 
11 -следовало . ожидать, на осно­

вании теории возмущения. С ростом 
q зависи~1ость Р22/Р21 от у становит­
ся м~онотонной и резко отличается 
от того, что дает теория возмуще­

ния. Ярко выраженная зави·симость 
от у позволяет надеяться, вопреки 

неточност11, возникающей из-за от­
л11чия ~ от нуля, определять у на 
основани;-1 экспериментально изме­

ряемого отношения Р22/Р21. Анало­
гично резкую зависимость от у 

проявляет отношение вероятности 

возбуждения любого уровня с 
1: = 2 к вероятност11 возбуждения 
уровня с •= 1. 

В заключение автор выражает 
благодарность профессору А. С. Да­
выдову за · предложенную тему и по­

стоянньЖ интерес к работе. 

1,0 

0,5 

fJ 1,5 3,0 q 
Рис. 1. Отношение Р22/Р2 1 в зависн­
мости от q при различных у : / -5, 

2-15. 3-22,5, 4-27,5. 5-30° 

ПРИЛОЖЕНИЕ А. Упростим матричные элементы операторов, такнх, что 

(Ф, S'I') = (ФЧ'*, S). (!А) 

Сначала на основе известной формулы, выражающей произведение DJDJ' двух D-функ­
ций через линейную комбинацию Dj - функций спина 1 J - J' 1 .,.;: J < / + J', получим 
при целых J и / ' аналогичную формулу для функrщш !Вида (3): 

• 
Ф~кФJ' К' = N (Jl() N (J'K') ~ (JJ'MM' 1 jM + М') Х 

Х [(J J' КК' 1 iK + К') Ф~+м·к+к·IN (jK +К')+ 

+ (- l)J' [е (К - К')] i (J J' К - К' 1 jK - К')Ф{и+м·~к-к·~!N (jK - К')], (2А) 
где 

{ 

1 при п ~О, 
е (п) = 

-1 при п <О. 
п = О, ± 1, ± 2 ... 
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С помощью этой формулы матричные элементы операторов, обладающих свойством (IA) 
преобразуются к виду 

(ФМJ f к • SФ~.к) = (- 1/i+мi+кiN (l1K1) N (liKi) х 
f j L L 

Х ~ (lJliMf-Mi/iM1-M1)[(l1l1K1K1iiIO + 
iK 

0 <. К <. j 

+ (- l)J1 [в (К1- K1)]i (1 fliKJ - Ki /je (К1- Кд К)] (Ф~ Гмiк,S)/N (jК). (ЗА) 
Теперь на основании (ЗА) легко показать, что 

Jftf J.t . J.-Mt ~ 
('У1111 . SWл}/) = (-1)' l..J (l1l1M1 - M1/iM1 - M1) X 

i. к~о 
К чётно 

(4А) 

где 

В~ (fi) = ~ (- 1)к1 [N (11К1) N (l1K1) / N (jК)] [(11l1K1K11 jК) -t 
К!' K1-;;;,D 

К! и к1 чётны 
J . . + (- 1) '[в (К1 - Ki)]1 (11l1K1- К11 je (К1 - К,) К)] ак/11-r 1) ак1 (l(Т:t) · (SA) 

При вычислении (10) используется, что выражение 

(211 + IГ1 ~ /(1.Jl~tt, S'Y~:i) 12 
мiмf 

в силу (4А) и ортогональности коэффициентов Клебша-Жордана сводится к 
. 2 

(2li + 1г1 ~ / ~ (Ф~к. S) в~ (fi) \ · 
iM 1( 

ПРИЛОЖЕНИЕ В. Рассмотрим свойства интеграла 

211: n 2n 

(D'f.tк• S) = S d81 S d82 siп 82 S d83D'f.tк ехр. (- 2iqэф (cos2 82 - 1/ 3 + 
о о о 

+ Л siп2 82 cos 283 - v sin2 82 cos 281 - Лv (cos 281 cos 283 ( 1 + cos2 82) + 
+ sin 281 sin 283 cos 82)] ). 

(6А) 

Из инвариантности показателя экспоненты относительно замены переменных интегрирования 

0; = 2л: - 81. 0; = 02. 0~ = 2п: - 83 

совместно со свойством 

следует 

(D°kк• S) = (- I)м+к (D:._м-к• S) . (!В) 

Аналогично замена 

вместе с 

приводит к 

(D'f.tк· S) = (- l)J+м (D'f.t-к. S). (28) 
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Так как (D~к· S) имеет в1iд 
2n n 2n 

S d81 S d82 siп 82 S d83iм6 •elК 6•f (28182283), 

о о о 

(38) 

где функция f (818283) имеет период 2:rt по всем своим аргументам, то, сравнивая инте­
грал (38) на отрезке О ~ 83 < :rt и на отрезке :rt < 83 < 2:rt, получаем 

K2n n 2n 

(D'fик· S) = 
1 + ~- l) S d81 .\ d82 siп 82 J d83iM81ei<К12 ) 6 •f (2818283). (48) 

о о о 

Аналогично 

. 2n л 2n 
1 + (- l)K 1 + (- l)M r f s (D"f.tк· S) = 

2 2 
J d81 • d82 siп 82 d83 Х 
о о о 

Х ei(M/2)6,ei(K/2)6,f (818283). (58) 

Последнее свойство получим, сделав следующую замену 

0; = 83, 0; = 82. 0; = 81, ')..' = - v, v' = - л. 

Так как п.ри четных М и К 

то 

(D~1ю S (Лv)) = (Dkм· S (- v, - /..)) . (68) 

Следовательно, замена М ~К эквивалентна Л ~ (- v). 
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