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T h e a l g e b r a i c a p p r o a c h has o n e of the l e a d i n g p l a c e s a m o n g s t r i g o r o u s m e t h -
o d s in m o d e r n q u a n t u m - f i e l d t h e o r y . T h e t e c h n i q u e for c o n s t r u c t i n g t h e d y n a m i c s 
of q u a n t u m - f i e l d m o d e l s is b a s e d on n e t w o r k s of l o c a l a l g e b r a s f o r t h e o b s e r v a b l e s 
a n d t h e f i e l d s , w h i c h a r e v o n N e u m a n n o r C* a l g e b r a s . On t h e o t h e r h a n d , in t h e 
i n i t i a l s t a g e s u c h m o d e l s are u s u a l l y s p e c i f i e d as t h e i r W h i t e m a n fields', w h i c h 

are u n r e s t r i c t e d o p e r a t o r s A ( f ) s a t i s f y i n g a s y s t e m of W h i t e m a n a x i o m s . T h e r e -
f o r e , in e x a m i n i n g t h e m o d e l o n e e n c o u n t e r s t h e s t a n d a r d p r o b l e m of c o n s t r u c t i n g 
a n e t w o r k of l o c a l a l g e b r a s for a g i v e n s y s t e m of W h i t e m a n f i e l d s A ( £ ) . It is 
p o s s i b l e to a l g e b r i z e t h e W h i t e m a n t h e o r y in t w o w a y s . W e can c o n s i d e r t h e f i e l d s 
A ( f ) t h e m s e l v e s as a l g e b r a i c o b j e c t s a n d t h e c o r r e s p o n d e n c e f -»-. A ( f ) can b e in-
t e r p r e t e d as the r e p r e s e n t a t i o n of the b a s i c - f u n c t i o n t o p o l o g i c a l a l g e b r a in 
t h e a l g e b r a L(2>) of a l l u n b o u n d e d o p e r a t o r s in H i l b e r t s p a c e d e f i n e d in a 
c o m m o n d e n s e r e g i o n Ф- T h i s r e p r e s e n t a t i o n can b e ' o b t a i n e d by m e a n s of a c a n o n -
i c a l p r o c e d u r e f r o m a p o s i t i v e f u n c t i o n a l (the W h i t e m a n f u n c t i o n a l ) in b a s i c -
f u n c t i o n a l g e b r a , w h e r e the a x i o m s in t h e W h i t e m a n t h e o r y are i n i t i a l l y i n t r o -
d u c e d f o r that f u n c t i o n a l , w h i l e t h e c a n o n i c a l p r o c e d u r e e n s u r e s t h a t t h e y a p -

/4 

p l y for t h e r e p r e s e n t a t i o n o p e r a t o r s y s t e m A ( f ) . T h a t a p p r o a c h is c a l l e d t h e 
a l g e b r a i c B o r h e r s ' a p p r o a c h , a n d t h e t e s t - f u n c t i o n a l g e b r a on w h i c h it is b a s e d 
is c a l l e d a B o r h e r s a l g e b r a . On t h e o t h e r h a n d , w e m a y c o n s t r u c t b o u n d e d f u n c -

t i o n s f r o m t h e o p e r a t o r s A ( f ) . T h e s e b o u n d e d f u n c t i o n s w i l l g e n e r a t e c e r t a i n 
v o n N e u m a n n a l g e b r a s , n a m e l y t h e f i e l d a l g e b r a s ^"(0), a n d t h e n e x t t a s k t h e n w i l l 
c o n s i s t in p r o v i n g t h e a x i o m s of r e l a t i v i s t i c q u a n t u m t h e o r y f o r t h e s e a l g e b r a s . 
E a c h o f t h e s e a p p r o a c h e s h a s a d v a n t a g e s and its o w n a p p l i c a t i o n s . 

In t h i s n o t e a n d o n e f o l l o w i n g i t , w e c o n s i d e r t h e a l g e b r a i c d e s c r i p t i o n 
of a s y s t e m o f • q u a n t i z e d a r b i t r a r y - s p i n f i e l d s . F i r s t w e c o n s i d e r t h e f i r s t of 
t h e a b o v e a p p r o a c h e s , for w h i c h w e c o n s t r u c t an e x t e n s i o n of B o r h e r s ' a l g e -
b r a i c f o r m a l i s m to t h e c a s e of a r b i t r a r y s p i n , w h i c h c o n s t i t u t e s a s y s t e m of 
W h i t e m a n f i e l d s for t h e 'local n e t w o r k of u n b o u n d e d - o p e r a t o r a l g e b r a s . T h e c o n -
s t r u c t i o n of t h e l o c a l n e t w o r k of v o n N e u m a n n f i e l d a l g e b r a s w i l l be c o n s i d e r e d 
in t h e next p a p e r . 

< 1 . A W h i t e m a n f i e l d of a r b i t r a r y s p i n [1] is t h e g e n e r a l i z e d f u n c t i o n A ( f ) 

in t h e s p a c e of m u l t i c o m p o n e n t b a s i c f u n c t i o n s f= (/t.../,eS(£'•). w h o s e v a l u e s b e -
l o n g to t h e set of u n b o u n d e d o p e r a t o r s in H i l b e r t space T h e f i e l d s p i n is » 

/s 

d e t e r m i n e d b y t h e t e n s o r t r a n s f o r m a t i o n law of t h e b a s i c f u n c t i o n s f u n d e r 
P o i n c a r e t r a n s f o r m a t i o n s (а, Л) of M i n k o w s k i s p a c e M . I n t h e p r e s e n t c a s e , t h e 
'arbitrary- ( f i n i t e ) s p i n is such that t h e law t a k e s t h e f o r m 
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i -: 1 

w h e r e A is a n e l e m e n t i n the universal- c o v e r i n g S L ( 2 , C) of t h e c o n n e c t e d c o m -

p o n e n t L*' o f t h e L o r e n t z g r o u p u n i q u e l y d e f i n i n g A e L
f
+ f r o m 

Anv (Л) ~ Sp (ТцЛгГуЛ*) | С,,
 :
 i q ̂  i. <V

 a r e p
auli matrices 

and V ( A ) is a r e p r e s e n t a t i o n o f S L ( 2 , G ) of f i n i t e ' d i m e n s i o n s r . T h e f i e l d s 
/ \ - /ч 

A ( f ) a n d t h e c o n j u g a t e o n e s A * ( f ) a r e s p e c i f i e d i n a c o m m o n r e g i o n Ж d e n s e in 
Ф (the G o r d i n g r e g i o n ) a n d s a t i s f y t h e s t a n d a r d s y s t e m o f W h i t e m a n a x i o m s . Ac-
c o r d i n g t o t h e r e l a t i v i s t i c c o v a r i a n c e a x i o m , in Ж we a r e g i v e n a u n i t a r y s t r o n g -
ly c o n t i n u o u s r e p r e s e n t a t i o n U ( a A ) of t h e P o i n c a r e g r o u p t h a t l e a v e s i n v a r i a n t 
t h e r e g i o n £b a n d t h e c y c l i c v a c u u m v e c t o r a n d is s u c h t h a t 

U (аЛ) Л (f) U (а\Гх = Л (? (а'л>), 

^ /ч 

w h e r e f(a. A) i s g i v e n by ( 1 ) . T h e f i e l d s A ( f ) f o r m a p o l y n o m i a l a l g e b r a & in 
2) , w h i c h for t h e sake of g e n e r a l i t y we w i l l not a s s u m e to b e i r r e d u c i b l e . A l s o , 
w e do. n o t a s s u m e t h a t t h e v a c u u m v e c t o r is u n i q u e . 

2 . As o u r . B o r h e r s a l g e b r a we c o n s i d e r t h e a l g e b r a of b a s i c f u n c t i o n s 
t a k i n g t h e f o r m 

я = 0 

A n y e l e m e n t f e Q 0 is a s e q u e n c e , in w h i c h t e r m n 

(f)„ ^Tn= {/'" '» (*!' • ' ' ' 

is a t e n s o r of g r o u p S L ( 2 , C ) t h a t t r a n s f o r m s a s t h e i r r e d u c i b l e p r o d u c t r e p r e -

s e n t a t i o n ф^(Л - 1)of t h e n r e p r e s e n t a t i o n s V ( A ~ ) o f d i m e n s i o n s r ; we a s s u m e t h a t 

the n u m b e r o f n o n z e r o t e r m s in t h e s e q u e n c e is a l w a y s f i n i t e . B y m e a n s o f a 

n a t u r a l g e n e r a l i z a t i o n t h e s c a l a r case e n a b l e s us to d e f i n e in t h e n o n -

c o m m u t a t i v e p r o d u c t 
n 

(*•£)„ = £ л ik(xv.... ..., xr). 
ft=d 

T h e S c h w a r z k e r n e l t o p o l o g y f r o m S(-R^) is t r a n s f e r r e d to Q q a n d c o n v e r t s into 

a t o p o l o g i c a l a l g e b r a c o n t a i n i n g u n i t e= (1, 0, 0, ...)• A p a r t , f r o m e q u i v a l e n c e , we 
d e f i n e i n Oq t h e r e p r e s e n t a t i o n o f t h e P o i n c a r e g r o u p j.: 

7 i ' A i ( x l . . . . , x l l ) = { / ^ . J n ( x l x.)Yt . v 1 " rc ' 

T h e t e r m a p a r t f r o m e q u i v a l e n c e is t o be u n d e r s t o o d as f o l l o w s : t w o e l e m e n t s 
л л 

o f t h e a l g e b r a f a n d g h a v i n g i d e n t i c a l t e n s o r s t r u c t u r e s t r a n s f o r m as e q u i v a l e n t 
r e p r e s e n t a t i o n s , b u t n o t n e c e s s a r i l y i d e n t i c a l l y e q u a l o n e s . 

It is r e a d i l y s e e n t h a t t h e r e p r e s e n t a t i o n i s m a t c h e d to m u l t i p l i c a t i o n i n 

22 



(?£)<"-л> - (3) 

T h e g r o u p SL( 2 , C ) a l l o w s two f o r m s of n o n e q u l v a l e n t i r r e d u c i b l e r e p r e s e n t a -

tions:. T h e r e f o r e , w e can c o n s i d e r a l s o t h e a l g e b r a in w h i c h we a r e g i v e n t h e 

c o n j u g a t e r e p r e s e n t a t i o n V('A*) . T h e a l g e b r a ft^ c o n s i s t s o f e l e m e n t s of t h e 
f o l l o w i n g f o r m : 

(fV4®'i/, f ! /.}? 
/1 " 

w h e r e л is a m a t r i x r e a l i z a t i o n of t h e l i n e a r p a r i t y o p e r a t o r , i . e . , t h e g e n e r -
a t o r o f t h e s p a t i a l r e f l e c t i o n M . T h e p a r i t y o p e r a t o r has t h e f o l l o w i n g p r o p -
e r t i e s : 

" n 

T h e n t r a n s f o r m s as ®К(Л*). As t h e r e p r e s e n t a t i o n s VCA"" 1) and V ( A * ) a r e not 
e q u i v a l e n t , we c a n n o t i n t r o d u c e i n v o l u t i o n in a n a t u r a l f a s h i o n i n t o (via t h e 

c o m p l e x c o n j u g a t e ) . T h e r e f o r e , as o u r B o r h e r s a l g e b r a we w i l l in f u t u r e u s e 
Q 0 * = Йо©Йоч- . In a c c o r d a n c e w i t h t h e g e n e r a l l y a c c e p t e d s y m b o l s & a n d 0<nm) f o r 
i r r e d u c i b l e n o n e q u l v a l e n t r e p r e s e n t a t i o n s o f S L ( 2 , C) w e get t h a t t h e r e p r e s e n -
t a t i o n <2)('>><<>e.2H»m) a c t s in R e p r e s e n t a t i o n s of t h i s f o r m a r e c a l l e d r e a l . As 

t h e d e s c r i p t i o n of r e a l p h y s i c a l f i e l d s u s e s o n l y r e a l r e p r e s e n t a t i o n s of S L ( 2 , C ) 
( s e e , f o r e x a m p l e , [ 2 ] ) , t h i s c o n s t r a i n t o n V ( A ) is n o t a f u n d a m e n t a l o n e . 

T h e n i n Qo* = Q o ® £ V we c a n i n t r o d u c e the i n v o l u t i o n 

(!•')„ = iXi tl 

w h e r e t h e p l u s s i g n d e n o t e s t h e c o m p l e x c o n j u g a t e in a p p l i c a t i o n to t h e s e q u e n c e 
t e r m s . 

3 . T h e d e s c r i p t i o n of a p h y s i c a l s y s t e m in t h i s f o r m a l i s m is s p e c i f i e d by 
m e a n s o f a p o s i t i v e f u n c t i o n a l W in t h e a l g e b r a s u b o r d i n a t e to t h e s y s t e m o f 

a x i o m s a n d c a l l e d t h e Whitemail f u n c t i o n a l . T h e a x i o m s i m p o s e d on W a r e o b t a i n e d 
by d i r e c t r e f o r m u l a t i o n of t h e W h i t e m a n s t a n d a r d a x i o m s in t e r m s o f t h e a l g e b r a 
A q * a n d f u n c t i o n a l W . 

We f o r m u l a t e t h e r e l a t i v i s t i c c o v a r i a n c e a x i o m in t h e u s u a l w a y : 

W ( V a ' x ) = W ( j t ) H e Q 0 , ( a , A ) e ^ l . ( 4 ) 

T h e f o r m u l a t i o n f o r t h e l o c a l l y a x i o m in t h e B o r h e r s f o r m a l i s m is c o n s t r u c t e d 
i n s u c h a w a y as to p r o v i d e l o c a l c o m m u t a t i v e n e s s in t h e o p e r a t o r s for t h e r e p -
r e s e n t a t i o n П c o r r e s p o n d i n g to W . T h i s l e a d s to t h e r e q u i r e m e n t t h a t t h e n u l l 
"space J Q o f f u n c t i o n a l W i n c l u d e s t h e l o c a l i t y i d e a l J ^ , namely., t h e t w o - s i d e d 

i d e a l of g e n e r a t e d b y l i n e a r c o m b i n a t i o n s o f t h e p r o d u c t s o f t h e e l e m e n t s 

f s u c h that 

f n (xv xn) - g (Xv X[, J R I + B ; . . , -V„) — 

— g(Xv . .. ,-Yi+1. Xtl, . . . ,x„), 

w h e r e g(xt,..., xn) = 0 f o r (*<—*i+i)2>0. . . in o u r c a s e it m u s t be b o r n e in m i n d t h a t t h e s e 
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f i e l d s m a y a l s o b e a n t i c o m m u t a t i n g . T h e c o m m u t a t i o n s t r u c t u r e m a y b e e x p r e s s e d 
a s a u n i q u e c o n d i t i o n c a l l e d l o c a l i t y w i t h t o r s i o n i n t h e g e n e r a l s y s t e m o f 
f i e l d s i n c l u d i n g b o t h c o m m u t a t i n g a n d a n t i c o m m u t a t I n g o p e r a t o r s . T h i s condi*-
t i o n is f o r m u l a t e d by m e a n s of a s p e c i a l t r a n s f o r m a t i o n u p o n t h e set of f i e l d s , 
w h i c h a c t s i d e n t i c a l l y o n t h e c o m m u t a t i n g ( b o s o n ) o p e r a t o r s a n d c h a n g e s t h e s i g n s 
of t h e a n t i c o m m u t a t i n g ( f e r m i o n ) o p e r a t o r s . In o r d e r t h a t t h e o p e r a t o r s of r e p r e -
s e n t a t i o n П s h o u l d s a t i s f y l o c a l i t y w i t h t o r s i o n , w e c l e a r l y h a v e to d e f i n e t h e 
t r a n s f o r m a t i o n of t o r s i o n in the a l g e b r a ^ q * , w h i c h h a s a u n i t a r y r e a l i z a t i o n 

in t h e s p a c e o f r e p r e s e n t a t i o n П. F u r t h e r , on t h e b a s i s o f t h i s t r a n s f o r m a t i o n 
it is n e c e s s a r y to m o d i f y t h e d e f i n i t i o n ©f the l o c a l i t y I d e a l J ^ . It h a s b e e n 

s h o w n [ 3 ] t h a t t h e t o r s i o n o p e r a t i o n can be c o n s t r u c t e d if w e a r e g i v e n t h e r e p -
r e s e n t a t i o n o f t h e P o i n c a r e g r o u p . T h e n t h e d e s i r e d o p e r a t i o n Is d e f i n e d v i a a 
t r a n s f o r m a t i o n c o r r e s p o n d i n g to t h e e l e m e n t (0; - I ) f r o m t h e u n i v e r s a l c o v e r i n g 

(M, SL(2, C)) of t h e P o i n c a r e g r o u p . 

F o l l o w i n g [ 3 ] , w e c o n s i d e r in f^* an a u t o m o r p h i s m Uq c o r r e s p o n d i n g to (0; - I ) : 

u0 :T-f ( < W ) Vfe-Qj 
and d e f i n e t h e a u t o m o r p h i s m of t o r s i o n z i n ft^* by 

z = (i + /Г1 (1 + Щ,); f-+P = (l -h i)~' (7m-°) V f e Q;. 

To d e r i v e t h e n e c e s s a r y m o d i f i c a t i o n of t h e l o c a l i t y i d e a l , w e n o t e t h a t in t h e 
s c a l a r c a s e J ^ can be put a s 

~ N ^ 

Jt = {g€5 Qo|g^ I c f t(aA — МЛ ; • Cft. dft<= Qo; a*, bft<= Qo
(1\ 

ft^i 

supp supp b*. W = 1, 2, ...}, 

w h e r e by d e f i n i t i o n 

fi;(1,S{?eQ;!/„ = 0, я > 2 } 

a n d t h e s y m b o l ~ d e n o t e s m u t u a l s p a c e - l i k e n e s s . F r o m t h i s r e p r e s e n t a t i o n we de-
t e r m i n e t h e i d e a l J ^ z of l o c a l i t y w i t h t o r s i o n in t h e B o r h e r s ' a l g e b r a by t h e 
f o l l o w i n g f o r m u l a : 5 

^ ^ N ^ ^ 
JI,г = jge Q;|g --=£ с* (a, Ък — ck, d*<= Qo; 

л C5) 
a*, bk e Qo

0). supp a* — supp bft, N = 1, 2, ... j. 

C o r r e s p o n d i n g l y , we f o r m u l a t e as f o l l o w s t h e ^ c o n d i t i o n f o r g e n e r a l i z e d l o c a l 
c o m m u t a t i v e n e s s ( l o c a l i t y w i t h t o r s i o n ) : 

/<.*<=/„. (6) 

F i n a l l y , t h e f o r m u l a t i o n of t h e s p e c t r a l c o n d i t i o n d o e s n o t r e q u i r e a n y c h a n g e s : 
as in t h e s c a l a r t h e o r y , w e i n t r o d u c e t h e s p e c t r a l i t y i d e a l , n a m e l y t h e r i g h t 
i d e a l 

Jsp .-- { Т е q ; I /л = 0, /,-, (Pl p,) 0} 

in t h e r e g i o n of t h e c o n e 
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PiePb ..., P1+ ... +/?„6ЕК+ 

and i m p o s e the r e q u i r e m e n t J.4,czJ{, . 

T h e f u n c t i o n a l W c a n o n i c a l l y d e f i n e s t h e ^ r e p r e s e n t a t i o n П of th e a l g e b r a 
ftQ* in t h e H i l b e r t s p a c e o b t a i n e d as a c o m p l e t i o n of t h e f a c t o r s p a c e Q = Qu*/Jo 

on t h e n o r m g e n e r a t e d by t h e s c a l a r p r o d u c t in ft. 

T h e r e p r e s e n t a t i o n o p e r a t o r s are u n b o u n d e d c l o s a b l e o p e r a t o r s in Ж h a v i n g t h e 
c o m p a c t r e g i o n ft a n d d e f i n e d b y 

n(fU(i)=E(g?) V ^ Q ; vE(2)eQ. 

T h e t r a n s f o r m of t h e r e p r e s e n t a t i o n n ( Q 0 * ) = ^ i s an .Op* a l g e b r a in the r e g i o n a n d 
t h e i n v o l u t i o n II (?)->П (?)*== П* (f) | 0 t o g e t h e r w i t h t h e c y c l i c v e c t o r go = £(e). It is 
r e a d i l y c h e c k e d t h a t t h e o p e r a t o r s n ( f ) s a t i s f y t h e s y s t e m of W h i t e m a n a x i o m s . 

R e l a t i v i s t i c c o v a r i a n c e . It f o l l o w s f r o m (3) a n d (4) that t h e i d e a l J Q is 

P o i n c a r e i n v a r i a n t : jf,A) = / 0 f o r a l l (a, A) e T h e r e f o r e , t h e r e p r e s e n t a t i o n П 
is П <P\ - c o v a r i a n t , i . e . , in Ж we h a v e u n a m b i g u o u s l y d e f i n e d o p e r a t o r s U ( a , Л) 
that p r o v i d e the r e p r e s e n t a t i o n of : 

i / (e,AH(0=g(f< e 'A ) ) . TeQj . 
On a c c o u n t of ( 4 ) , a l l t h e U ( a , Л) are u n i t a r y , a n d t h e c y c l i c v e c t o r ( v a c u u m ) 
is P o i n c a r e - i n v a r i a n t . 

L o c a l i t y . As a c o n s e q u e n c e of the r e l a t i v i s t i c c o v a r i a n c e , t h e a u t o m o r p h i s m 
z of a l g e b r a ftQ* is r e a l i z e d in r e p r e s e n t a t i o n П by a u n i t a r y o p e r a t o r Z s u c h t h a t 

v f e= qS Z|(f) = \ ((1 + i)~l ( f + /Г(0: -"))• 
Л 

T h e o p e r a t o r Z p r o v i d e s a t o r s i o n t r a n s f o r m a t i o n on t h e f i e l d o p e r a t o r s 11(f): 

П(?)->П(?)* = ZU($)Zr\ 

w h i c h is an a u t o m o r p h i s m of t h e Op* a l g e b r a & . P r o m (5) o n e r e a d i l y g e t s t h a t 
c o n d i t i o n (6) f o r t h e W h i t e m a n f u n c t i o n a l l e a d s to o b e d i e n c e to t h e a x i o n of lo-
c a l i t y w i t h t o r s i o n : 

[П (f), П (g)4 - 0 tytg e= Q?'> supp supp g, 

a n d e q u a l i t y is u n d e r s t o o d u p o n r e g i o n ft. 

S p e c t r a l i t y . By a n a l o g y w i t h t h e s c a l a r t h e o r y , t h e c o n d i t i o n f o r t h e 
W h i t e m a n f u n c t i o n a l l e a d s to t h e s t a n d a r d f o r m u l a t i o n of s p e c t r a l i t y for t h e 
r e p r e s e n t a t i o n U ( a , Л): 

U{a,I) = J e^dE (p), supp£ (p) czV+. 

T h e r e f o r e , the s y s t e m of a r b i t r a r y - s p i n f i e l d s c a n b e d e s c r i b e d in a c o m p a c t 
. f a s h i o n b y m e a n s of a p o s i t i v e f u n c t i o n a l in B o r h e r s ' a l g e b r a , and t h i s d e s c r i p -
t i o n is c o m p l e t e l y e q u i v a l e n t to t h e W h i t e m a n o n e . 
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